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RESUMO

Enquanto professora de Mateméatica do ensino basico e secundario, uma das minhas principais
preocupacdes € estimular a compreensdo da Matematica, visando contribuir para o sucesso escolar dos
alunos e para o seu gosto pela disciplina. Pelo que a necessidade de promover situagbes que
desenvolvam nos alunos a capacidade de raciocinar matematicamente e que promovam a aquisicdo de
novas estratégias e formas de pensar surge como central e fundamental no meu trabalho.

Considerando que, para responder adequadamente aos diversos desafios levantados no
decorrer da pratica docente, o professor de Matematica deve possuir uma compreensdo ampla do
contetdo matematico, urge a necessidade de aprofundar os meus conhecimentos basicos, as
conectividades, as representacdes multiplas e a coeréncia longitudinal dos temas a lecionar, de modo a
compreender, orientar e desenvolver o raciocinio dos alunos.

Atendendo aos atuais curriculos da matematica pré universitaria, e ao papel preponderante que
a Trigonometria assume quer ao nivel da geometria no plano e no espaco quer ao nivel dos nimeros
complexos, apresentamos uma sequéncia de aprendizagem desta tematica, explorando, nalguns casos,
alternativas. Ao longo do trabalho revelamos passo a passo, de forma harmoniosa e sequencial a
natureza dos objetos trigonométricos e as respetivas propriedades e relages. Os conceitos e resultados
sdo apresentados de forma encadeada de modo que as novas definigdes e propriedades recorram aos
anteriores.

Como complemento a sequéncia de aprendizagem seleciondmos alguns topicos, que desafiam
a descobrir e apreciar os encantos e recantos da Trigonometria. Apresentamos desafios intrigantes,
estratégias surpreendentes, propriedades curiosas e alguns padrdes inesperados. Serdo descritas
algumas relacbes notaveis que despertaram surpresa e curiosidade. Os recantos e encantos
ultrapassam, nalguns pontos, 0 ambito do programa pré universitario e procuram facultar uma
informacdo alargada sobre os temas em estudo.

Palavras Chave Trigonometria, Triangulo, ldentidades trigonomeétricas,
Equacdes trigonométricas, Fungbes trigonométricas
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ABSTRACT

As a middle and high school Math teacher, one of my main concerns is to stimulate the
understanding of Mathematics, with the purpose of contributing to the academic success of my
students and their taste for the subject. Therefore the need to promote situations which develop the
students’ skill to think mathematically and encourage the acquisition of new strategies and ways of
thinking appears as dominant and fundamental in my work.

Considering that to answer correctly to several challenges raised by my teaching practice, the
Math teacher should have a broad understanding of the mathematical contents, there is an urgent need
to deepen my basic knowledge, the connectivities, the multiple representations and the longitudinal
coherence of the teaching topics, in order to understand, guide and develop the students’ reasoning.

Taking into consideration the current pre-university math curricula and the preponderant role
that Trigonometry takes whether it is geometry in the plane and space or regarding complex numbers,
we present a sequence of learning on this topic, exploring, in some cases, alternatives. Throughout this
work we will reveal step by step, in a harmonious and sequential manner the nature of trigonometric
objects and the correspondent properties and relations. The concepts and the results are presented in a
sequenced way so the new definitions and properties resort to the previous.

As a complement to the learning sequence we selected some topics which are a challenge to
discover and appreciate the nooks and crannies of Trigonometry. We present intriguing challenges,
surprising strategies, curious properties and some unexpected patterns. We will describe some
remarkable relations which arouse surprise and curiosity. The nooks and crannies overcame, in some
points, the scope of pre-university curriculum and they try to provide extended information on the
studied topics.

Key words Trigonometry, Triangle, Trigonometric ldentities,
Trigonometric Equations, Trigonometric Functions
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INTRODUCAO

Atendendo aos atuais curriculos da matematica pré universitaria, e ao papel preponderante que
a trigonometria assume quer ao nivel da geometria no plano e no espaco quer ao nivel dos nimeros
complexos, apresentamos uma sequéncia de aprendizagem da tematica da trigonometria, desde o
tridngulo retangulo, passando pelo circulo trigonométrico, até as fungdes trigonométricas, revelando
passo a passo, de forma harmoniosa e sequencial a natureza dos objetos trigonométricos e as
respetivas propriedades e relagdes. Os tdpicos abordados foram pensados numa logica de construcéo
de conhecimento assente noutros previamente conhecidos e a ordem de apresentacdo traduz uma
possivel sequéncia para o estudo dos temas.

Ao longo do trabalho apresentamos alguns resultados surpreendentes, abordagens alternativas,
estratégias singulares, conexdes inesperadas, desafios inquietantes e curiosos episddios historicos,
topicos esses designados por recantos e encantos. Os recantos complementam o programa pré
universitario e integram a exposicdo dos diversos tépicos. Com 0s encantos abrem-se pequenos
paréntesis para oferecer temas para reflexdo e perspetivas ligeiramente diferentes das usuais no estudo
da trigonometria. Ambos ultrapassam em alguns pontos o ambito do atual curriculo e procuram
facultar uma informac&o alargada sobre os temas em estudo.

O trabalho encontra-se dividido em sete capitulos. Cada capitulo encontra-se construido de
forma gradual, partindo, sempre que possivel, do apelo a intuicdo e a experimentacdo para uma
progressiva formalizacdo dos conhecimentos. Sem descurar o nivel de rigor, procurou-se ndo perder
de vista a intuicdo geométrica por detras dos varios conceitos e resultados. Ao longo do texto, para um
melhor engquadramento a nivel histérico e cultural, surgem notas de rodapé, umas de natureza
biografica, outras de natureza histérica.

O trabalho encontra-se estruturado de acordo com 0s seguintes capitulos:

No capitulo 1 estabelecemos relagdes entre os lados e os angulos de um tridngulo, comegando
pelo tridngulo retdngulo e estendendo, posteriormente, a um qualquer triangulo arbitrario.
Introduzimos as chamadas Lei dos senos e Lei dos cossenos e as respetivas demonstragdes. Tendo por
base as duas leis surge o primeiro encanto A boleia de Carnot onde apresentamos uma sequéncia de
teoremas que revela novas propriedades dos triangulos e dos quadrilateros.

Nesta seccdo apresentamos, ainda, o conceito seno de um angulo segundo diferentes
perspetivas (dependendo das condigBes iniciais apresentadas), estabelecendo conexdes entre elas e
identificando e compreendendo as suas potencialidades e as suas limitagdes. Por ultimo, introduzimos
a surpreendente Formula de Heron que permite calcular a area do tridngulo a partir da medida do
comprimento dos seus lados.

A generalizagdo das nogdes de angulo e de arco conduzem-nos, naturalmente, a extensdo da
definicdo das razdes trigonométricas. No capitulo 2 apresentamos defini¢des alternativas para as
razbes trigonométricas e generalizamos as relagbes trigonométricas para qualquer angulo.
Introduzimos, ainda, um novo sistema de amplitude de angulos designado por sistema circular.

Das defini¢des das razbes trigonométricas de um mesmo angulo estudadas no primeiro
capitulo, resultam algumas relagdes entre elas. No capitulo 3 apresentamos algumas identidades
relativas & soma e a diferenca de dois angulos, a duplicacdo e bisse¢do de um angulo, a angulos
mualtiplos, entre outras.

Das primeiras identidades resulta o segundo encanto De méos dadas com a geometria onde
apresentamos uma demonstracao da equivaléncia entre a Identidade de Ptolomeu e a férmula da soma
do seno de dois angulos.

O terceiro encanto Encontro inesperado surge na sequéncia do estudo das identidades
relativas a bissecdo de um angulo. Neste topico mostramos como determinar um terno pitagérico
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recorrendo as fungfes trigonométricas, ou seja, mostramos como encontrar tringulos retangulos cujos
lados tenham medidas inteiras, recorrendo a representacdo das fungbes trigonomeétricas seno, cosseno
e tangente em funcdo de uma mesma variavel, a funcdo tangente da metade de um angulo.

Na sequéncia do estudo das identidades relativas a angulos mdaltiplos surgem mais dois
encantos. No quarto encanto A procura das raizes mostramos como com a sua perspicacia em aliar a
trigonometria a algebra, Viete, recorre a identidades trigonométricas para resolver uma equacao de
grau 45 e no quinto encanto Casamento Perfeito revelamos uma relacdo surpreendente entre
expressdes envolvendo identidades trigonométricas e o Triangulo de Pascal.

No capitulo 4 apresentamos as fungGes trigonométricas que pela sua periodicidade constituem
ferramentas essenciais na constru¢do de modelos que correspondem a fendmenos periddicos, bem
como as respetivas fungbes trigonométricas inversas. Analisamos, ainda, algumas das propriedades
das fungdes trigonométricas, nomeadamente, a relacdo entre as propriedades geométricas dos graficos
das funcBes seno e cosseno com, respetivamente, a familia de fungdes
y=asen(bx+c)+dey=acos(bx+c)+d coma,b,c,d € R,a # 0 e apresentamos alguns
resultados importantes sobre a combinag&o linear de fungdes seno e cosseno.

Tendo por base as identidades trigonométricas estudadas no capitulo anterior, surge o sexto
encanto Um olhar telescopico onde determinamos a area compreendida entre a curva da funcdo seno
e 0 eixo Ox.

Ao resolver problemas que envolvem fungdes trigonométricas somos, muitas vezes, levados a
resolver equagdes trigonométricas. No capitulo 5, apresentamos a sistematizagcdo da resolugdo de
alguns destes tipos de equacbes. Alguns exemplos resolvidos ilustram as varias técnicas e conceitos
apresentados ao longo do texto.

No capitulo 6 deduzimos alguns limites trigonométricos, com especial destaque, para o limite
notavel lim>™* =1 e mostramos a utilidade deste limite na determinagfo das derivadas das funcdes

x—0

trigonométricas. Na sequéncia do estudo dos limites trigonométricos, surge o sétimo encanto Fascinio
pelo infinito relativo a uma das constantes mais estudadas e fascinantes da matematica, o numero .
Nesta seccdo apresentamos uma expressao, desenvolvida pelo francés Frangois Viete, com base em
resultados trigonométricos, que permite escrever o valor de m através de um produto de infinitos
fatores.

No capitulo 7 apresentamos algumas aplicacfes da trigonometria na modelacdo da realidade
fisica, nomeadamente, a utilizacdo de fungdes trigonométricas na modelacdo de sistemas que exibem
um comportamento periédico e oscilatério. Em particular, apresentamos um caso particular de
oscilador harmoénico, o sistema massa-mola, e exploramos algumas propriedades relativas a
osciladores harmonicos que tém especial importadncia na modelacdo de fendmenos periddicos,
nomeadamente, na analise de ondas sonoras.

Neste capitulo surge o ultimo encanto Curvas Famosas onde apresentamos um conjunto de
curvas notaveis, designadas, habitualmente, por Curvas de Lissajous, que para além de um visual
fascinante, tem inimeras aplica¢Ges na Fisica, nomeadamente, no estudo de fenémenos oscilatdrios.

N&o sendo possivel abordar todos os topicos que suscitaram interesse, apresentamos em anexo
alguns TOpicos complementares, nomeadamente, estratégias, demonstracdes e resultados que
complementam os temas abordados (cf. Anexo | a V) e algumas Estorias que a histéria nos conta que
pretendem ser uma viagem a forma como a Matemaética, em particular, a trigonometria, foi sendo
construida e descoberta (cf. Anexo VI). Nesta Ultima rubrica procuramos enquadrar do ponto de vista
historico alguns dos conceitos estudados, desde o modo simples e engenhoso como Eratdstenes
efetuou a estimativa do diametro da Terra, passando por um belissimo resultado geométrico utilizado
por Ptolomeu para dele deduzir resultados auxiliares para a construgdo de uma tabela de cordas, entre
outros.
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CAPITULO1 TRIGONOMETRIA DO TRIANGULO

Neste capitulo vamos estabelecer relagbes entre os lados e os angulos de um tridngulo,
comecando pelo tridngulo retangulo e estendendo, posteriormente, a um qualquer tridngulo arbitrério.

1.1. RAZOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS

O estudo das relacdes entre os lados e os angulos de um triangulo retangulo, designados por
elementos principais, constitui 0 objeto da trigonometria e, em conjunto com a semelhanga de
triangulos, o Teorema de Pitagoras® e o Teorema de Tales?, reveste-se de grande importancia pelas
suas aplicacdes na resolucdo de problemas.

Comecgamos por apresentar alguns conceitos e resultados importantes
relativos a triangulos retangulos.

Ao longo do capitulo, consideramos fixada a unidade de
comprimento, a unidade de amplitude de angulos, o grau, e um tridngulo
[ABC] retangulo em A, de lados de medida de comprimento a = BC, b
b = AC e c = AB e de angulo interno « = ACB (cf. Figura 1.1). Figura 1.1 - Triangulo Retangulo

TEOREMA DE PITAGORAS. Considere-se um triangulo [ABC] retangulo em A e os lados de
medida de comprimento a = BC, b = AC e c = AB. Entdo a? = b? + c2.

DEFINICAO 1.1 Considere-se um triangulo [ABC] retangulo em A,
de lados [AB], [BC] e [AC] e de angulo interno a = ACB (cf. Figura
1.2) Designa-se por hipotenusa o lado oposto ao &ngulo reto e por
catetos os lados a ele adjacentes. Relativamente ao angulo agudo «,
designa-se por cateto oposto ao angulo a o segmento de reta [AB] e

. A b
por cateto adjacente ao angulo a 0 segmento de reta [AC]. Cateto adjacente

OBSERVACAO. Por vezes, por abuso de linguagem, o comprimento ~ Figura 1.2 - Triangulo Retangulo
do cateto é designado, simplesmente, por cateto, e 0 comprimento da
hipotenusa por hipotenusa.

Cateto oposto

Em relagdo ao triangulo retdngulo [ABC] podem considerar-se as seguintes razdes entre as

. . a bac b c . .
medidas dos comprimentos dos lados: —,—, —,—,—, — Analisamos, de seguida, algumas das suas

b’a'c’a’c’b’
relagdes. P4
y
Sabe-se que dado um a&ngulo agudo a de vértice no ponto A e um

ponto B, distinto de A, pertencente a um dos lados, € sempre possivel
tracar uma reta que passa por B e é perpendicular ao outro lado, obtendo-

se, assim, um tridngulo [ABC] retangulo em C (cf. Figura 1.3). £\°
Considere-se, agora, um angulo agudo « e os triangulos [ABC], [ADE],
[AFG] e [AHI] retangulos em C, E, G e I, respetivamente, em que a é 0 Figura. 1.3 - Triangulo
angulo interno comum a todos eles (cf. Figura 1.4). retangulo em C

! Pitagoras de Samos (580 a.C. - 500 a.C.), matematico, filésofo, astrénomo, musico e mistico grego, a quem se atribui a
descoberta do Teorema de Pitagoras. Desenvolveu importantes trabalhos nas areas da filosofia, da matemética, da
astronomia e da musica.

2 Tales de Mileto (646 a. C. - 546 a.C.), filésofo e matematico grego, considerado um dos “sete sdbios™ da antiguidade.
Atribui-se-lIhe a descoberta de importantes resultados geométricos, em particular, do Teorema de Tales.
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Observe-se que os triangulos apresentam dois angulos
correspondentes congruentes, o angulo reto e o angulo «, logo séo
semelhantes® entre si. Pelo que se conclui que os triangulos assim
construidos sdo semelhantes a qualquer tridngulo retangulo que
admita um angulo interno igual a a.

Pelo Teorema de Tales®, é possivel afirmar que as razdes

. . . C E G I
entre as medidas dos comprimentos dos lados correspondentes séo Figura 1.4 - Triangulos retangulos
proporcionais, logo com um angulo interno comum
BC _DE _ FG _ HI AC _AE _ 4G _ 4l

ac AE AG Al ° AB AD AF AW

De modo anélogo, estabelecem-se igualdades para as razdes entre as medidas dos comprimentos
dos restantes lados correspondentes. Observe-se que as razdes entre as medidas dos comprimentos de
lados correspondentes dependem apenas da amplitude do &ngulo a e ndo do tridngulo reténgulo
considerado. O que significa, por exemplo, que quaisquer dois tridngulos retdngulos com um angulo
interno de amplitude 60° sdo semelhantes. De sublinhar, ainda, que atendendo a existéncia de uma
razdo de proporcionalidade entre medidas de comprimentos, as razdes sdo independentes das unidades
de medida consideradas.

Com o objetivo de distinguir as razdes anteriores atribui-se uma designacgdo a cada uma delas,
que apresentamos, de seguida.

DEFINICAO 1.2 Designa-se por seno de a, e representa-se abreviadamente por sena, 0 quociente

entre as medidas dos comprimentos do cateto oposto ao angulo a e da hipotenusa, ou seja,

sena = comprimento do lado oposto ao angulo __ ¢
- comprimento da hipotenusa T a

DEFINICAO 1.3 Designa-se por cosseno de a, e representa-se abreviadamente por cosa, 0

quociente entre as medidas dos comprimentos do cateto adjacente ao angulo a e da hipotenusa, ou

. comprimento do lado adjacente ao dngulo b
Seja, cosa = - - = -
comprimento da hipotenusa a

DEFINICAO 1.4 Designa-se por tangente de a, e representa-se abreviadamente por tga, 0

quociente entre as medidas dos comprimentos do cateto oposto e do cateto adjacente ao angulo a, ou
comprimento do lado oposto ao angulo c

seja, tg a = =-,
Ja, tg comprimento do lado adjacente ao dngulo b

DEFINICAO 1.5 Designa-se por secante de a, e representa-se abreviadamente por seca, 0

guociente entre as medidas dos comprimentos da hipotenusa e do cateto adjacente ao angulo a, ou

. comprimento da hipotenusa a
S€ja, seca = - - ~ =T
comprimento do lado adjacente ao angulo b

DEFINICAO 1.6 Designa-se por cossecante a, e representa-se abreviadamente por coseca, 0

quociente entre as medidas dos comprimentos da hipotenusa e do cateto oposto ao angulo «, ou seja,

comprimento da hipotenusa a
cosec a = - — = -
comprimento do lado oposto ao angulo c

3 Dois triangulos sdo semelhantes se e s6 se, de um para o outro, tém dois angulos com a mesma amplitude.
4 Teorema de Tales “Se um feixe de retas paralelas € intersectado por duas retas transversais entdo os segmentos
determinados pelas paralelas sobre as transversais sdo proporcionais”.
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DEFINICAO 1.7 Designa-se por cotangente de e, e representa-se abreviadamente por cotg a, 0
quociente entre as medidas dos comprimentos do cateto adjacente e do cateto oposto ao angulo a, ou

. comprimento do lado adjacente ao angulo b
seja, cotg a = . = =-.
comprimento do lado oposto ao angulo Cc

Os seis quocientes entre medidas de comprimento de lados de um tridngulo retangulo, definidos
anteriormente, designam-se por razoes trigonométricas®.

OBSERVACAO. Num triangulo retangulo, o lado maior é a hipotenusa, pelo que atendendo as
definicdes de seno e de cosseno de um angulo agudo, «, se pode concluir que
O<sena<1l e 0<cosa<l1.

1.2. RELACOES ENTRE RAZOES TRIGONOMETRICAS

Das defini¢des das razBes trigonométricas de um mesmo angulo resultam algumas relagdes
entre elas que apresentamos no proximo teorema.

TEOREMA 1.1 Dado um triangulo [ABC] retangulo em A, com um angulo interno a = ACB, de
lados de medida de comprimento a = BC,b = AC e ¢ = AB (cf. Figura 1.5), fixada uma unidade de
comprimento, tem-se

__sena
[A] tg a = P
__cosa
[B] cotg a = o
1
[C] seca = P
[D] cosec a =

sena’

[E] (cosa)? + (sena)? = 1, designada por Formula Fundamental da Trigonometria.
[Fl 1+tg%a=

cos2a’

[G] cotg?a+1=—

sen2a’

OBSERVACAO. Por uma questdo de simplificacio de escrita, pode escrever-se sen? a no lugar de
(sen a)?. O mesmo acontece para as restantes razoes trigononométricas e para outro expoente natural,
por exemplo, (cos @)® = cos® a e (tg a)* = tg* a. No entanto, cosec a = (sena)™! # sen ta. A
expressdo sen™ta tem um significado diferente, que sera abordado numa seccgdo posterior (cf. Seccéo
1.3). Estas convencdes aplicam-se as restantes razdes trigonométricas.

Demonstracdo. Considere-se o triangulo [ABC] retangulo em A.

c b
Sabe-se que sen a = cecosa=_. Donde,

c
sena _ i — £ —
[A] cosa b b tga.
a
b b :
cosa =
B =% =—=cotg a. ¢
[ ] sen a a£ c g
1 1 a
[C] =3 = =seca. :
cose o Figura. 1.5 - Triangulo
1 1 a retdngulo [ABC
[D] =+ =-=coseca. gulo [ABC]
sen a E c

5 As razdes trigonométricas sdo utilizadas desde ha mais de 2000 anos na resolucdo de problemas ligados a astronomia e a
cartografia (cf. Anexos VI.1 a VI.3_ Estorias que a histéria nos conta).
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[E] Pelo Teorema de Pitagoras, tem-se que a? = b? + c2. Pelo que

b\? c\2  b? c? b*P4+c? a?
cos? a + sen? a = (—) ( ) = =
a

1.

a/ " a a2 a  a®
[F] Considere-se a Formula Fundamental da Trigonometria, cos? a + sen? a = 1.
Dividindo ambos os membros da equagdo por cos? « e simplificando a expressio:
cos’a | sena 1 1
cos’a  cos?a  cos?a costa’
[G] A demonstragéo é analoga a anterior. Dividindo ambos os membros da equagéo por sen? a:
1
sena

cos’a+sena=1 <

S 1+tg?a=

2 cos’a | sen’a
a=1— =
sena  sen’a sen’a

cos? a + sen S cotg?la+1= [

Estas relacGes revelam-se de grande utilidade dado que permitem, conhecida uma das razdes
trigonométricas de um angulo agudo, deduzir os valores exatos das restantes razdes trigonométricas.

De seguida, vamos estabelecer algumas relagdes entre as razbes trigonométricas dos angulos
agudos internos do triangulo retdngulo. Na figura esté representado um tridngulo [ABC] retdngulo em
A de angulos internos agudos @ = ACB e § = ABC e de lados de medida
de comprimento a = BC, b = AC e ¢ = AB (cf. Figura 1.6).

A partir dos dados da figura, tem-se que
sena=£ COSO(:é th(ZE € 2
b c b c :
senﬁza cosﬁza tgﬂzz.
Sabe-se que a soma dos angulos internos de um triangulo € 180° ] “}\
pelo que a + B = 90°, donde « e B sdo complementares®. Comparando b

as razles trigonométricas de a com as razfes trigonométricas de S e : . R

. ) Figura 1.6 — Tridngulo retangulo
atendendo a que f = 90° — a, obtém-se os resultados enunciados N0 de angulos internos agudos & e B
teorema seguinte.

TEOREMA 1.2 Dado um triangulo [ABC] retangulo em A, de lados [AB], [BC] e [AC] e de angulos
internos agudos « = ACB e B = ABC, entdo
[A] sen a = cos(90° — a) = cos f.
[B] cos a =sen (90° — a) = senf.
[C] sec a = cosec (90° — a) = cosec .
[D] cosec a = sec (90° — a) = secf.
[E] tg a = cotg (90° — a) = cotg .
[F] cotga =tg (90°—a) =tgp.
As demonstracOes das relacBes enunciadas em [C], [D] e [F] sdo muito semelhantes as do

teorema anterior e demonstram-se, facilmente, recorrendo a definicdo de secante, de cosecante e de
cotangente.

~ . 1 1
OBSERVACAQO. Em particular, observe-se que tg a = 9 00°—a) — g f

1.3. VALORES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Um dos processos para obter valores aproximados das razbes trigonométricas de um angulo
agudo é recorrer a construcdo geométrica de um triangulo, usando régua e compasso. Constréi-se um
triangulo retangulo tal que a amplitude de um dos angulos internos seja a dada e procede-se as

6 Dois angulos dizem-se complementares quando a soma das suas amplitudes é 90° .
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medi¢des necessarias para o calculo das respetivas razdes trigonométricas
Alguns casos sdo particularmente simples recorrendo a alguns resultados geométricos,
nomeadamente, os angulos de amplitudes 30°, 45° e 60°, situacdo ilustrada nos exemplos seguintes.
Vamos comecgar por determinar as razfes trigonométricas de um angulo de amplitude 45°,
considerando, fixada uma unidade de comprimento, um quadrado [ABCD], cuja medida do
comprimento dos lados € 1, como ilustrado na figura (cf. Figura 1.7).
Tem-se que BAD =90°, pelo que o
triangulo [ABD] é retangulo em A. Como AB = AD, °© c B C
entdo o tridngulo [ABD] é isosceles, logo
ADB = 45°. . J2
Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtém-se
BD?=1%2+1?2=2 © BD = +V2. u as®
Como BD > 0 entfio BD = /2. Assim, A DA 1 D

V2 V2 Figura. 1.7 — Quadrado de lado 1
2 2’

sen(45°) = \/% =-— ecos(45°) = % =
Vejamos, agora, como determinar as razGes trigonométricas de um angulo de amplitude 30° e
de um angulo de amplitude 60°, considerando, fixada uma unidade de comprimento, um triangulo
equilatero [ABC], cuja medida do comprimento dos lados é 2 (cf. Figura 1.8).
Considere-se o triangulo equilatero [ABC], de lados de medida AB = AC = BC =2 e de
angulos internos BAC = ABC = ACB = 60°.
Seja [BD] a altura relativa a base [AC]. Assim o triangulo [ADB] € retangulo em D e como
BAD = 60° entdio ABD = 30°.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtém-se

BD?2=22-12=3 o BD = +V3.

B

Como BD > 0 entdo BD = /3. 5 2
Assim,

sen(60°) = \/; e cos(60°) = % .

Tem-se, ainda, e ; "

sen(30°) = % e cos(30°) = g . Figura 1.8 — Triangulo equilatero de lado 2
OBSERVAGCAO. Nos exemplos anteriores, tomou-se 1 e 2, respetivamente, para unidades de medida
do comprimento do lado dos poligonos. No entanto, dado que as razbes trigonométricas de um
determinado angulo agudo dependem apenas da amplitude do angulo considerado, sem perda de
generalidade, podemos tomar para medida do comprimento do lado do quadrado e do tridangulo um
qualquer valor arbitrério.

A tabela seguinte resume os valores exatos das razdes trigonométricas dos angulos de amplitude
300, 45° e 60°.

Tabela 1.1 — Razdes trigonométricas dos angulos de amplitude 30°, 45° e 60°

sena cosa tg a seca coseca Cotg a
30° 1 V3 V3 23 2 V3
2 2 3 3
45° g ? 1 vz vz 1
1
60° V3 1 V3 2 2V3 V3
2 2 3 3
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Existem tabelas, as chamadas tabelas trigonométricas (ou tabelas de valores naturais) onde se
encontra o registo dos valores aproximados das razfes trigonométricas de diversos angulos (cf. Anexo
VI.1).

Hoje em dia usam-se calculadoras (ou softwares informaticos). Para determinar um valor
aproximado do seno, cosseno ou tangente de um angulo conhecida a sua amplitude, comeca-se por
selecionar a unidade de amplitude do angulo e, de seguida, recorre-se as teclas sen, cos e tg da
calculadora’.

Observe-se, ainda, que conhecido o valor de uma razdo trigonométrica de um angulo agudo é
também possivel determinar a sua amplitude através da calculadora. Para determinar um valor
aproximado da amplitude de um angulo conhecida uma das suas razdes trigonométricas, recorre-se as
teclas sen™1, cos~1e tg~! da calculadora®.

OBSERVAGCAO. Quando se recorre a uma calculadora é importante assegurarmo-nos de que a
calculadora se encontra na situacdo de utilizar a medida pretendida, dado que as calculadoras utilizam
pelo menos duas unidades de medida para angulos: o grau e o radiano (cf. Secc¢éo 2.4).

1.4. LEI DOS SENOS E LEI DOS COSSENOS

Nesta seccdo vamos estender alguns conceitos trigonométricos ja estudados a angulos retos e
obtusos. Comegamos por estabelecer um resultado em tridngulos acutangulos.

TEOREMA 1.3 Dado um triangulo acutangulo [ABC], de
angulos internos « = BAC, = ABC e y = ACB, de lados de
medida de comprimento a = BC,b = ACec = AB, fixada
uma unidade de comprimento (cf. Figura 1.9), tem-se

sena senf  seny

a b c

Figura 1.9 — Triangulo acutangulo

Estas igualdades designam-se por «Lei dos senos» ou «Analogia dos senos» e dizem-nos que
as medidas dos comprimentos dos lados de um tridngulo acutangulo sdo diretamente proporcionais aos
senos dos respetivos angulos opostos.

Apresentamos, de seguida, a demonstracdo da Lei dos senos.

Demonstracdo. Na figura estd representado um tridngulo

acutangulo [ABC] correspondendo [CP] a altura do tridngulo c

relativamente a base [AB](cf. Figura 1.10). 1
Designemos por h, a altura do tridngulo relativamente

ao lado [AB] do tridngulo. Analogamente, designa-se h, e hy,

as alturas relativas aos lados [BC] e [AC], respetivamente. Lo I—l o

A partir do triangulo [ACP] , tem-se A P c e
he Figura 1.10 — Decomposicdo de um

sena = * logo h, = bsena. triangulo pela altura

A partir do triangulo [BCP] tem-se

senfl = % logo h, = a sen . Entédo

bsena=asen,8(:>ﬂ=ﬂ. (1)
a b

7 Por exemplo, para calcular sen (60°) utilizamos a seguinte sequéncia de teclas: sen - 6-0 - =.
8 Por exemplo, para saber o angulo cujo seno é 0,5 utilizamos uma das seguintes sequéncias de teclas:
shift-sen™- 0-.- 5- = ou 2nd - sen”*-0-.-5-= ouINV-sen- 0-.-5-=.



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

Utilizando o mesmo procedimento para definir h,, obtém-se:
hazbsenyzcsenﬁﬁyzy. (2)
sena _ senfi _ seny

De (1) e (2) obtém-se P .

Fica, assim, demonstrada a validade da Lei dos senos para triangulos acutangulos.

Mas sera esta lei valida para qualquer tridngulo? Ao fazermos esta pergunta ha duas questdes
que se colocam de imediato: O que € sen(90°)? E o que é o seno de um angulo obtuso? Analisemos,
0s casos em que o triangulo é retangulo e, de seguida, o caso em que o tridngulo € obtusangulo.

Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC], de angulos internos
a = BAC,8 = ABC ey = ACB, de lados de medida de comprimento a = BC,b = AC e ¢ = AB.

(i) No caso do triangulo ser retdngulo em A (cf. Figura
1.11), tem-se que

senff 5 _ 1 seny __

b b a c a

Assim, a Lei dos senos verificar-se-a se

sena senf3 seny sena
_ — PN

1

Qlala

B
A c B

1 1 .
= — = —, 0U seja, Se 0 seno
a b c a a a

de 90° for 1. n Figura 1.11 — Triangulo retangulo

(i) No caso do triangulo ser obtusangulo em A (cf.
Figura 1.12), com h, a altura do triangulo relativa a base
[AB], tem-se que

hc
senff ¢ _ he

b b ab’

Assim a Lei dos senos verificar-se-a se

sena _senf  sena _ he o cono = E, Figura 1.12 — Triangulo obtusangulo
a b a ab b

ou seja, se sen « for igual ao valor de sen(180°—a). m

Constata-se, assim, que a Unica forma possivel de estender a Lei dos senos a tridngulos
retangulos e triangulos obtusangulos é tomando sena = 1 quando o angulo a € um angulo reto, e
tomando sena = sen (a'), quando @ é um angulo obtuso e a’ é angulo suplementar® de a.

Apresenta-se, de seguida, uma segunda propriedade relativa a tridngulos acutangulos.

TEOREMA 1.4 Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC] cujos
angulos internos s&o @ = BAC, B = ABC ey = ACB , sendo a, 8 e y agudos, e os lados de medida de
comprimento a = BC,b = AC e c = AB. Entdo

a’? = b%? + ¢? — 2bc cos a.
Este resultado designa-se por «Lei dos cossenos» ou «Teorema de Carnot®».

Demonstracéo. Seja [CD] a altura do tridngulo [ABC] relativamente a base [AB], com p = AD e
q = DB (cf. Figura 1.13). Tem-sequec =p+q © q = c — p.

A partir do triangulo [ACD] tem-se

cos a :s(:p = bcosa.

% Dois angulos dizem-se suplementares se a soma das respetivas amplitudes é 180°.
10 Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796 -1832), fisico, matematico e engenheiro francés que deu o primeiro modelo teorico
de sucesso sobre as maquinas térmicas, o ciclo de Carnot, e apresentou os fundamentos da segunda lei da termodinamica.
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Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos [ACD] e
[BCD], obtém-se:

a’? = h? + q? e b? = h? + p?(e h? = b? — p?).

Logo

a? =h?>+q*>=b?—p*+(c—p)? =b%?+c? - 2pc =
= b? +c? — 2bccos a. n

s ]

A D é B

Figura 1.13 — Triangulo acutangulo

Analogamente a Lei dos senos, vejamos como definir o cosseno de um angulo reto e de um
angulo obtuso de modo a que a Lei dos cossenos seja valida para triangulos retangulos e para
triangulos obtusangulos.

Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC], de angulos internos
a = BAC,8 = ABC ey = ACB, de lados de medida de comprimento a = BC, b = AC e c = 4B.

(i) No caso do tridngulo ser retangulo em A (cf. Figura c
1.14), pelo Teorema de Pitagoras, sabe-se que

a? = b? + c2.

Para que a Lei dos cossenos, b
a? = b? + c? — 2bccos a,

seja valida neste triangulo devemos atribuir a cosa 0
valor 0. [ |

B

Figura 1.14- Triangulo retangulo
(ii) No caso do triangulo ser obtusangulo em A, com h
a altura do triangulo relativa a base [AB], pela
aplicacdo do teorema de Pitagoras ao triangulo [BCD]
(cf. Figura 1.15), obtém-se

a’? = h%+ (d + )%

Tem-se que

h
senf = 3 & h=bsenp e 1) Figura 1.15 — Triangulo obtusangulo
cosﬁ=%=)d=bcosﬁ. (2)

De (1) e (2) obtém-se a? = (b sen8)? + (b cos § + ¢)?. Donde
a? = b%sen?p + b%cos?p + 2bc cos B + c¢? = b%(sen?p + cos?B) + 2bccos B + c? =
= b? + 2bccos B + c? = b? + ¢ + 2bccos B =b? + c? + 2bc cos(180° — a).
Para que a Lei dos cossenos,
a? = b? + ¢? — 2bccos a,
seja valida neste triangulo devemos atribuir a cos a o0 valor de — cos(180° — a). [

Constata-se, assim, que a Unica forma possivel de estender a Lei dos cossenos a tridngulos
retangulos e a triangulos obtusangulos é tomando cos @ = 0 quando o angulo a é um angulo reto, e
tomando cosa = — cos(180° — a), quando a é um angulo obtuso.

Anteriormente, constatamos que num tridngulo retangulo, atendendo as defini¢des de seno e de
cosseno de um angulo agudo, «, se podia concluir que
O<sena<1l e 0<cosa<l1.

Com a extensdo das razbes trigonométricas a angulos retos e obtusos, observamos que o
€0sseno passa a assumir valores negativos e nulos, pelo que se tem
—1<cosa <1.

OBSERVACAO. O Teorema de Carnot pode ser visto como uma generalizacdo do Teorema de
Pitagoras a tridngulos arbitrarios.
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Inicidmos esta sec¢do, estendendo alguns conceitos trigonométricos a angulos retos e obtusos.
Alternativamente, podemos comegar por introduzir as definicbes de seno e cosseno de um angulo reto
e obtuso e, de seguida, verificar que a Lei dos senos e a Lei dos cossenos sdo validas em qualquer
tridngulo arbitrario. Analisemos esta abordagem alternativa.

DEFINICAO 1.8 Dado um &ngulo « tal que 0° < a < 180°.
[A] Se @ =90°, entdo sena =1 e cosa = 0.

[B] sen (180° — a) = sena.

[C] cos(180° — a) = —cos a.

Intuitivamente, atendendo a expressdo geométrica do conceito de seno e de cosseno que
analisamos de seguida, é facil aceitar que sen(90°) = 1 e que cos(90°) = 0.

Considere-se o triangulo [ABC] retdngulo em B e de angulo interno BAC. Vejamos 0 que
acontece quando se aumenta a amplitude do angulo BAC(cf. Figura 1.16) .

C C C C C
B
A B A8 A AB A”

Figura 1.16 — Sequéncia de tridngulos retangulos ( aumento da amplitude do angulo BAC)

A medida que a amplitude do angulo BAC se aproxima de 90°, ou seja, que 0 ponto A se
aproxima do ponto B, a medida dos comprimentos de [AC] e de [BC] fica praticamente a mesma e a

medida do comprimento de [AB] diminui.

Como sen (BAC) = % e cos(BAC) = % podemos concluir que quando a tende para 90°,

sen a tende para 1 e cos a tende para 0. Pelo que é intuitivo definir sen(90°) = 1 e cos(90°) = 0.
Vejamos o que acontece a medida que diminui a amplitude do angulo BAC (cf. Figura 1.17).
C
C

C

¢ C

A B A B A B A B A B A B

Figura 1.17 — Sequéncia de triangulos retangulos ( diminuicdo da amplitude do angulo BAC)

A medida que a amplitude do &ngulo BAC se aproxima de 0°, ou seja, que o ponto C se
aproxima do ponto B, a medida do comprimento de [BC] diminui e a medida do comprimento de [AC]
aproxima-se da medida do comprimento de [AB].

Como sen (BAC) = % e cos(BAC) = % podemos concluir que quando a tende para 0°,
sen a tende para 0 e cos a tende para 1. Pelo que é intuitivo definir sen(0°) = 0 e cos(0°) = 1.

Da expressao geométrica dos conceitos de seno e de cosseno resulta a seguinte definicao:

DEFINICAO 1.9 Considere-se um &ngulo a. Se @ = 0°, entdo sena = 0ecosa = 1.
mmmm ENCANTO 1... ABOLEIA DE CARNOT
Tendo por base o0 Teorema de Carnot apresenta-se uma sequéncia de quatro exercicios onde nos

propomos deduzir um conjunto de propriedades relativas a tridngulos e a quadrilateros, sendo alguns
resultados a base da demonstragdo do resultado seguinte.

11
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Exercicio 1.1 p i
Considere-se um paralelogramo [ABCD] (cf. Figura 1.18).

Fixada uma unidade de comprimento, mostre que

AB? + BC? + CD? + AD* = AC? + BD? g g

(ou ainda 2AB2% + 2BC? = AC? + mz). Figura 1.18 — Paralelogramo

Resolucédo. Vamos mostrar que a soma dos quadrados das medidas dos comprimentos dos lados de
um paralelogramo é igual a soma dos quadrados das medidas dos comprimentos das diagonais.
Considerem-se os triangulos [ABC] e [ABD]. Pela Lei dos Cossenos,

AC? = AB? + BC? — 24B BC cos(ABC) 1)
BD? = AB? + AD? — 2AB AD cos(BAD) . 2)
Como AB = CD e BC = AD, de (1) e de (2) tem-se que
AC? + BD? = 24B? + 2BC?* — 2AB BC cos(ABC) — 2AB BC cos(BAD) =

= 2AB? + 2BC? — 2AB BC cos(ABC) + 2AB BC cos(ABC) = 2AB? + 2BC>.
Como AB = CD e BC = AD entdo AC? + BD? = 2AB? + 2BC? = AB? + BC? + CD? + AD?.
Logo AB? + BC? + CD? + AD? = AC? + BD?. n
Exercicio 1.2

Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um
triangulo[ABC]. Seja M o ponto médio do lado [BC] do triangulo (cf.
Figura 1.19). Mostre que 4AM? = 2AB? + 2AC? — BC>.

12 Resolucdo. Considere-se um triangulo [ABC] e o triangulo Figura 1.19 - Triangulo
resultante de uma rotacdo de centro no ponto médio do lado [BC] e de
amplitude 180°. Observe-se o poligono obtido por composi¢do das duas figuras (cf. Figura 1.20).

Tridngulo acutangulo Tridngulo retangulo Tridngulo obtusangulo

Figura 1.20 - Duplicacédo de um triangulo

Como se observa na figura anterior, da duplicacéo ! do triangulo inicial resulta em qualquer das
situacdes um paralelogramo [ABDC]. Pelo resultado do exercicio 1.1, tem-se que

AB? + BD? + CD? + AC? = AD? + BC>. (1)
Como em todas as situacdes [ABDC] é um paralelogramo entdo AC = BD e AB = CD. )
Tem-se que M é o ponto médio de [AD] logo AD = 2AM. (3)

De (1), de (2) e de (3) obtém-se
AB? + AC? + AB? + AC? = (2AM)? + BC? & 2AB? + 2AC? = 4AM? + BC?

& 4AM? = 2AB? + 2AC? — BC?. n
2% Resolucdo. Aplicando a Lei dos cossenos ao triangulo [ABM] (relativamente ao angulo AMB),
tem-se

AB? = AM? + BM? — 2 AM BM cos(AMB). Q)
Aplicando a Lei dos cossenos ao triangulo [ACM] (relativamente ao angulo AMC), tem-se

11 A estratégia de Duplicacéo consiste na criagdo de um novo poligono utilizando duas cdpias da figura inicial.
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AC? = AM? + CM? — 2 AM CM cos(AMC).
Como os angulos AMB e AMC s&o suplementares tem-se cos(AMC) = —cos(AMB). Além disso,
como M ¢ o ponto médio de [BC], tem-se BM = CM. Logo
AC?* = AM? + CM? + 2 AM BM cos(AMB). 2)
De (1) e de (2) obtém-se
AB? + AC* = AM? + BM? + AM? + CM? — 2 AM BM cos(AMB) + 2 AM BM cos(AMB)

= AM? + BM? + AM? + CM? = 2AM? + (%)2 + (%)2 = 2AM? + 2= + 2
Assim, 2AB? + 2AC? = 4AM? + BC?, ou seja, 4AM? = 2AB? + 2AC? — BC?2. ]

Exercicio 1.3
Considere-se um triangulo [ABC]. Sejam M, N e P, respetivamente, os pontos médios dos lados
[BC], [AC] e [AB] do triangulo (cf. Figura 1.21). Fixada uma unidade de
comprimento, mostre que > (4B° + 4C” + BC") = AM" + BN + CP".
Resolucdo. Pelo resultado apresentado no exercicio 1.2, tem-se que

- (24B? + 2AC? - BC?) = AM? B
;(24B" +2BC* - AC*) = BN’ P ,

7 (2BC” +24C" — AB") = CP’ C
Logo % (4B? + AC? + BC?) = AM? + BN? + CP2, . '

Exercicio 1.4 Figura 1.21 — Triangulo [ABC]

Considere-se um quadrilatero [ABCD] com diagonais [AC] e
[BD] que se intersetam no interior da figura. Sejam P e Q 0s pontos
médios das diagonais [AC] e [BD] (cf. Figura 1.22). Fixada uma
unidade de comprimento, mostre que
AB? + BC? + CD? + AD? = AC? + BD? + 4PQ?.
Resolugédo. Vejamos que a soma dos quadrados das medidas dos
comprimentos dos lados do quadrilatero é igual a soma dos
guadrados das medidas dos comprimentos das diagonais com o
quadruplo do quadrado da medida do comprimento do segmento  rigira 1.22 - Quadrilatero[ ABCD]
formado pelos pontos médios das diagonais.

Considere-se 0 segmento [BP] e considere-se o triangulo [BPD]. Tem-se que [PQ] é uma
mediana'? deste tridngulo. Aplicando o resultado demonstrado no exercicio 1.2, obtém-se
4PQ% = 2BP? + 2PD? — BD?. (1)
Como [BP] é uma mediana do triangulo [ABC] e [DP] é uma mediana do triangulo [ACD], entdo,
novamente pelo resultado do exercicio 1.2,

2BP? = AB? + BC? —AC? (2) e 2PD?=A4D?+CD?—;AC? (3).
De (1), de (2) e de (3) obtém-se

— _ — 1__ S S 1__ _
4PQ* = AB* + BC* ~ SAC? + AD* + CD* — 5 AC* ~ BD
Donde 4PQ? = AB? + BC? + AD? + CD? — AC? — BD? , ou sgja,
AC? + BD? + 4PQ? = AB? + BC? + CD? + AD?.

12 Mediana é o segmento de reta que une um vértice do tridngulo ao ponto médio do lado oposto.
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Neste Gltimo exercicio, a parcela 4PQ? mede, de alguma maneira, 0 quanto o quadrilatero se
afasta de ser um paralelogramo. Quando o quadrilatero é um paralelogramo, 0s pontos P e Q sdo
coincidentes, logo PQ? = 0 e recupera-se a expressdo do exercicio 1.1.

EEEE
15. AREA DE UM TRIANGULO

Nesta seccdo apresentamos diferentes olhares geométricos sobre o seno de um éangulo e
mostramos de que forma estes resultados permitem deduzir uma expressdo trigonométrica da area do
triangulo. Comegamos por apresentar o enunciado de um teorema a que nos referiremos como
«Resultado basilar».

TEOREMA 1.5 Dado um tridngulo, fixada uma unidade de comprimento, seja « um angulo agudo
interno do triangulo. O quociente entre a medida do comprimento do lado oposto, a, ao angulo a e a
medida do comprimento do didmetro, D, da circunferéncia circunscrita ao triangulo € igual ao seno do

angulo @, ou seja, sena = ~.

Demonstracdo. Sabe-se que angulos inscritos no mesmo arco de
circunferéncia sdo geometricamente iguais, pelo que consideramos o
caso em que 0 angulo « esta inscrito numa semicircunferéncia, como
ilustrado na figura (cf. Figura 1.23). A

&

Considere-se um tridngulo [APB] inscrito numa semicircunferéncia,
onde [AB] é um didmetro da circunferéncia e a« = PAB, entfo o

triangulo [APB] é triangulo retangulo em P (cf. Anexo 1.1), donde ) ” o
Figura 1.23 — Tringulo inscrito

PE _PB a : e
sena == = —, logo sena = —. [ numa circunferéncia
AB D D

De seguida, enunciamos, um resultado que relaciona o seno de um angulo interno de um
triangulo com a area desse mesmo triangulo.

TEOREMA 1.6 Dado um triangulo [ABC] com &ngulos internos « = BAC,8 = ABC ey = ACB, e
de lados de medida de comprimento a = BC,b = AC e ¢ = AB. Fixada uma unidade de comprimento,
a razdo entre o dobro da area do triangulo, S, e o produto dos comprimentos dos lados que formam o
respetivo angulo é igual ao seno desse angulo a, ou segja,

28
sena = —.
bc
Demonstracdo. Considere-se S a area do triangulo e h, a e

altura relativamente ao lado [AB] do triangulo. /
12 Situacdo: «, B,y angulos agudos (a,pB,y < 90°) (cf.
Figura 1.24)

1 h
Tem-se que S =-ch.e sena = —=(& h, = bsena).
2 b

h,

c

:

Figura 1.24 — Triangulo acutangulo

1 1
Logo S ==-ch, & S ==-cbsena. A
2 2 ;

25
Pelo que sena = o [

22 Situacdo: a € um angulo reto (a = 90°)(cf. Figura 1.25).
Se a = 90°, tem-se um tridngulo retangulo, pelo que
S=-cheb=h,.

14
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2(2ch
Como sen(90°) =1 e % = % =1 tem-se a identidade

pretendida. ]

32 Situacdo: a € um angulo obtuso (a« > 90°)(cf. Figura 1.26).

Se a > 90° entdo sena = sen(180° — a) = senf = % .

Donde h, = b sen a. Pelo que A e

C
S=ich,=lchsena @ sena =% = Figura 1.25 — Triangulo retangulo
2 2 bc’

A titulo de curiosidade, refira-se que tendo por base a
relacdo entre o seno de um angulo interno de um triangulo e a
respetiva area é possivel obter alguns resultados geométricos
relativos a quadrilateros, nomeadamente, escrever uma
expressdo trigonométrica para area de um quadrilatero,
recorrendo as suas diagonais e ao seno do angulo formado por
elas (cf. Anexo 1.2).

Figura 1.26 — Triangulo Obtusangulo

Sabe-se que a area de um triangulo é definida como o semiproduto do comprimento da altura
pelo comprimento da base.

Recorrendo a defini¢do da area de um tridngulo e ao teorema
anterior, podemos deduzir uma nova expressao para a area de um
tridngulo através de outros elementos que nao a base e a altura.

Considere-se um triangulo [ABC], de lados de medida a =
CB,b = AC e c = AB e de angulos internos « = BAC, B = ABC e
y = ACB (cf. Figura 1.27) . N

2S , , 1
Pelo Teorema 1.6 tem-se sena = P onde S é a area do A P c B
Figura 1.27 — Triangulo [ABC]

tridngulo. Pelo que sena = g S = %bc sena .

Podemos entdo enunciar o resultado que se segue:
TEOREMA 1.8 Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC], de lados de
medida a = CB, b = AC e c = AB e de angulos internos &« = BAC, 8 = ABC ey = ACB. A érea, S,
do triangulo [ABC] é dada pelo semi produto das medidas dos comprimentos de dois lados do
triangulo pelo seno do angulo por eles formado, ou seja, a area é dada pela expressao:

S=%bcsena [ou5=%acsenﬁ ou5=%abseny].

~ 1 ;. . ~ , N .
Na expressdo S = > bc sen a, ao contrario da habitual expressdo da area do tridngulo, a medida

do comprimento da altura ndo aparece indicada explicitamente, embora esteja implicita uma vez que
b = h, sen a . Esta nova expressdo tem a vantagem de estar escrita apenas em funcdo da medida do
comprimento de dois dos seus lados e do seno do angulo formado por eles formado.

Mas sera possivel determinar a area de um triangulo conhecidos apenas os comprimentos dos
seus 3 lados sem calcular a altura? Eis que surge a surpreendente Formula de Heron.

FORMULA DE HERON?®. Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC],

13 Heron de Alexandria (10 d.C. - 70 d.C.), matematico e engenheiro grego, que se notabilizou nas areas da geometria e
mecanica. E especialmente conhecido pela Formula de Heron cuja demonstracdo se encontra no seu trabalho mais
importante - Metrica.
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de lados de medidaa = CB,b=ACec=ABes=(a+b+c)/2. Adrea, S, do tridangulo [ABC] é
dada pela expressdo

S=s(s—a)(s—b)(s—c).

De seguida, apresentamos uma demonstracdo trigonométrica da férmula de Heron. Em anexo,
apresentamos duas outras demonstracdes desta férmula, uma algébrica e outra geométrica, que
espelham abordagens alternativas de pensar sobre uma mesma figura inicial e um resultado que traduz
a aplicacdo da Férmula de Heron no caso particular do tridngulo equilatero. (cf. Anexo 1.3).

Demonstracao Trigonométrica.
Considere-se o triangulo [ABC] de lados de medida a = CB, b = AC e ¢ = AB e de angulos internos
a = BAC, = ABC ey = ACB (cf. Figura 1.28).

Sabe-se que seny = % (cf. Teorema 1.6), onde S é a area do

tridangulo [ABC]. Pela Lei dos Cossenos,
c? = a? + b? — 2ab cosy, logo
a?+b%-c?

CoSy = 2ab

az+b2—c2)2 _ (a?+b%-c?)?

2ab 4a?p?

Da Férmula Fundamental da Trigonometria vem
482 (a?+b%-c?)? -1
a?b? 4a2p? )

Donde 1652 + (a? + b? — ¢?)? = 4a?b?, logo

165% = 4a®b? — (a® + b? — ¢?)? = (2ab + (a® + b* — c?))(2ab — (a* + b* — ¢?)) =

= (a® + 2ab + b? — c?)(—a? + 2ab — b?> + c?) = ((a + b)? — c?)(c?*—(a — b)?) =
=(@a+b+c)a+b—c)a—b+c)(—a+b+c).

Obtém-se, assim,

a+b+c)(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c

S = V( )( )4( )( ) )

Considere-se s = %b“ entdio a+b —c=25s—2c =2(s—c)

—a+b+c=2s—2a=2(s—a)
a—b+c=2s—2b=2(s—Db)

Substituindo em (1), obtém-se

§ = {EHEDADED _ a5 - -0 -

Assim, cos?y = (

Figura 1.28 — Triangulo [ABC]

OBSERVAC;AO. O célculo da &rea de um triangulo, conhecidos os comprimentos dos seus trés lados,
pode ser conseguido sem recorrer a Formula de Heron. Havera uma evidente vantagem de determinar
a area do triangulo recorrendo a respetiva formula (cf. Anexo 1.4)?
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CAPITULO2 CIRCULO TRIGONOMETRICO

Ao estudo das razBes trigonométricas de angulos agudos e da sua extensdo a angulos retos e a
angulos obtusos, segue-se, neste capitulo, a definicdo das razdes trigonométricas de angulos
generalizados.

2.1. GENERALIZACAO DA NOCAO DE ANGULO E DE ARCO

Considere-se a semirreta com origem no ponto O representada na
figura. A semirreta pode realizar movimentos de rotacdo em torno do O——
ponto O, em dois sentidos: um pode ser efetuado no sentido contrario aos
ponteiros do relégio, designado por sentido positivo; e outro no sentido
dos ponteiros do reldgio, designado por sentido negativo (cf. Figura A+
2.1). PR =
Num dado angulo o lado origem e o lado extremidade sdo
semirretas com a mesma origem O, sendo que o lado extremidade é a
posicéo final de uma semirreta que, partindo da posic¢éo coincidente com
o lado origem, roda em torno do ponto O. Dependendo do sentido de  Figura2.1 - Rotacdo de uma
rotacdo do lado extremidade, assim o &ngulo tem orientacdo e amplitude semirreta
positiva ou negativa.

DEFINICAO 2.1 Designa-se por angulo orientado um angulo & nfo nulo nem giro, no qual se fixa
um dos lados para lado origem e o0 outro para lado extremidade.

Desta defini¢do resulta que a amplitude, em graus, de um angulo orientado é um valor
diferente de zero estritamente compreendido entre —360° e 360°.

OBSERVACAO. As amplitudes e as medidas de angulos orientados com sentido negativo s&o
precedidas do sinal “-”.

Seréa que faz sentido falar em &ngulos de amplitude superior a 360°?

Considere-se dois exemplos de angulos orientados, ]
um  positivo outro negativo, de amplitudes, .
respetivamente, 40° e —35°. Para cada caso, vamos /[
considerar o lado extremidade em movimento de rotacdo !
em torno do Vvértice do angulo, no sentido do respetivo e P
angulo orientado, dando voltas completas, como ¢é X _
sugerido na figura (cf. Figura 2.2). Figura 2.2 - Angulos orientados

Observe-se que, no primeiro caso, 760° = 40° 4+ 2 x 360°, sendo 40° a amplitude de um
angulo orientado. Pelo que podemos associar um angulo de medida de amplitude 760° a uma rotacéo
de 40° de uma semirreta em torno do respetivo vértice, seguida de um movimento de rotacdo de duas
voltas completas, igualmente no sentido positivo.

No segundo caso, tem-se —395° = —35° — 1 X 360°, sendo -35° a amplitude de um angulo
orientado. Pelo que podemos associar um angulo de medida de amplitude -395° a uma rotacdo de
—35° de uma semirreta em torno do respetivo Vvértice, seguida de um movimento de rotacdo de uma
volta completa no sentido negativo.

Desta forma é possivel estender a no¢do de angulo orientado a angulos que podem ter medida
de amplitude nédo pertencente a [—360°,360°]. Assim, generalizando a nogdo de angulo e de medida
de amplitude de &ngulo, tem-se que:
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DEFINICAO 2.2 Designa-se por angulo generalizado um par ordenado (@, n), onde a ¢ um angulo
orientado ou um &ngulo nulo e n € um ndmero inteiro de sinal igual ao da amplitude de a.

DEFINICAO 2.3 Considere-se @ um angulo orientado ou um angulo nulo e seja g a medida de
amplitude de um angulo giro. Designa-se a medida da amplitude do angulo generalizado (a, n)
como sendo @ + ng, comn € Z.

Por exemplo, a medida de amplitude do angulo generalizado (80°,3) é dada por 80° + 3 x 360°
donde se conclui que a amplitude do angulo generalizado é 1160°.

OBSERVACAO. Intuitivamente, |n| corresponde ao nimero de voltas completas associadas ao
angulo orientado.

Tendo em conta que a amplitude de um angulo ao centro € igual & amplitude do arco
correspondente, podemos também generalizar a nocéo de arco.

DEFINICAO 2.4. Fixada uma unidade de amplitude de angulo, considere-se uma circunferéncia de
centro O e dois pontos P e Q pertencentes & circunferéncia tais que « = PQ. A cada par ordenado de
pontos (P, Q) associamos uma familia de arcos de amplitude a + ng, comn € Z e g um angulo giro.

2.2. GENERALIZACAO DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

A generalizagdo das nocdes de &ngulo e de arco conduzem-nos, naturalmente, a extensdo da
definicdo das razbes trigonométricas, até ao momento definidas apenas para angulos « tais que
0° < a < 180°. Nesta seccdo apresentamos novas definicdes para as razdes trigonométricas, que
coincidem com as anteriores no caso dos angulos agudos, retos e obtusos e no caso das tangentes de
angulos agudos.

Comecemos por fixar no plano um referencial cartesiano ortonormado*
com origem O. Seja @ um angulo arbitrdrio. Vamos colocar o angulo no y ,
referencial de modo que o vértice do angulo coincida com a origem do p',f"
referencial e que o lado origem do &ngulo coincida com o semieixo positivo Ox,
tal como ilustra a figura ao lado. (cf. Figura 2.3)

Se considerarmos, no referencial, um angulo a tal que 0° < a < 90° e

sobre o seu lado extremidade um ponto P de coordenadas (x,y), de acordo com R:]igfer:jjgn
as definigdes das razdes trigonométricas de um angulo agudo, tem-se que: '
S€Tl0(=é e cosa=é.

oP oP

Dado que a escolha do ponto P, sobre o lado extremidade do angulo, é
arbitraria, sem perda de generalidade, vamos considerar OP = 1. Desta
forma, obtém-se sen a =

<

X
=y ecosa=7=x

P(cos a,sen a).

De notar que fixado o ponto P, os valores do seno e do cosseno do
angulo ficam determinados, ndo dependendo da posi¢do do mesmo sobre
o lado extremidade, facto que resulta da relacdo de semelhanca entre os
tridngulos que se formam.

Yy
Assim, a abcissa do ponto P é cos a e a ordenada é sen a, ou seja, G

Figura 2.4 — Circunferéncia
trigonométrico

14 Designa-se por referencial cartesiano ortonormado de um plano e representa-se abreviadamente por o.n (ou
simplesmente referencial o0.n.) um referencial ortogonal (eixos perpendiculares) e monométrico, com a unidade de
comprimento pré-fixada, comum aos dois €ixos.
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O ponto P pode ser encarado como o ponto de intersecdo do lado extremidade do angulo com a
circunferéncia de centro em O e raio 1 (cf. Figura 2.4). Esta circunferéncia designa-se por
circunferéncia trigonométrica. Mais usualmente e, por abuso de linguagem, esta circunferéncia é
designada por circulo trigonométrico (designacdo adotada ao longo deste trabalho).

OBSERVACAO. Diz-se que um angulo pertence ao 1°, 2°, 3° ou 4° quadrante, consoante o quadrante
em que se situa o seu lado extremidade.

Assim podemos generalizar as razes trigonomeétricas, seno e cosseno, do seguinte modo:

DEFINICAO 2.5 Fixada uma unidade de medida de amplitude, considere-se no plano um referencial
0.n. e a um angulo generalizado de lado origem no semieixo positivo Ox. Designa-se por seno do
angulo a a ordenada do ponto de intersecdo do seu lado extremidade com o circulo trigonométrico e
por cosseno do angulo a abcissa do ponto de intersecdo do seu lado extremidade com o circulo
trigonomeétrico.

OBSERVACAO. A identificagdo, no circulo trigonométrico (cf.

Figura 2.5), do cosseno e do seno de um angulo com as coordenadas — ™
abcissa e ordenada — de um certo ponto faz com que o eixo das —; Le” |
abcissas seja identificado como o eixo dos cossenos e 0 eixo das

ordenadas como o eixo dos senos.

(cos o, sen o)

Figura 2.5 - Seno e

Uma consequéncia imediata das defini¢cGes anteriores resulta no t
cosseno de um angulo a

seguinte teorema:

TEOREMA 2.1 Fixada uma unidade de medida de amplitude, considere-se no plano um referencial
0.n. e &« um angulo generalizado de lado origem no semieixo positivo Ox. Entdo:
sen (a + k 360°) =sena e cos (a + k 360°) = cos a, k € Z.

Com estas definigdes, constata-se que 0 seno e 0 cosseno podem agora assumir valores
negativos, positivos ou nulos, dependendo do quadrante ou do semieixo em que o lado extremidade se
encontra, e que, para qualquer angulo generalizado, setem —1 <sena <1 e —1<cosa < 1.

Recorrendo ao circulo trigonométrico é possivel analisar a variagcdo do seno e do cosseno em
cada um dos quadrantes, ou seja, analisar o crescimento ou decrescimento destas razdes a medida que
as amplitudes dos &ngulos aumentam. Esta situacdo € apresentada na tabela seguinte, onde " 2"
significa que a razdo trigonométrica é crescente no quadrante assinalado e " \ " significa que a razéo
trigonométrica é decrescente (cf. Tabela 2.1).

Tabela 2.1 - Variagao do seno e do cosseno em fungdo dos quadrantes

Amplitude 0° 90° 180° 270° 360°
sena«a 0 7 1 N 0 N -1 Vd 0
cosa 1 \ 0 N -1 7 0 7 1

Para além da variacao, é também possivel, recorrendo ao circulo trigonométrico, analisar o sinal
do seno e do cosseno em cada um dos quadrantes. Na tabela seguinte apresenta-se esse estudo, onde
"+ "significa que a razdo trigonométrica é positiva no quadrante assinalado e " — " significa que a
razdo trigonométrica é negativa (cf. Tabela 2.2).

Tabela 2.2 - Sinal do seno e do cosseno em funcdo dos quadrantes

Quadrante 1¢ 20 3¢ 40
sena + + - -
cosa + - - +
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Vejamos se € possivel definir a tangente de um angulo generalizado a partir das coordenadas de
um ponto, a semelhanca do que foi feito para o seno e para 0 cosseno.

Consideremos a reta que contém o lado extremidade de um angulo generalizado a e a reta
tangente ao circulo no ponto (1,0), designada por eixo das tangentes. Seja T o ponto de intersecdo das
duas retas, entdo T tem coordenadas (1, y) (cf. Figura 2.6) .Tal como no caso do seno e do cosseno, 0
valor da tangente ndo depende da posicdo do ponto P sobre o lado :
extremidade, pelo que a semelhanca de tridngulos garante que

= =2 ouseja,y = tg .

(Ly)

cosa

OBSERVACAO. A tangente ndo pode ser definida para angulos
cujo lado extremidade esteja sobre 0 eixo Oy dado que esta reta ndo =

0|0
interseta o eixo das tangentes.
Podemos entdo enunciar a definicdo de tangente de um &ngulo
generalizado: Figura 2.6 - Reta das tangentes

DEFINICAO 2.6 Fixada uma unidade de medida de amplitude, considere-se no plano um referencial
o.n. e @ um angulo generalizado de lado origem no semieixo positivo Ox. Desigha-se por tangente do
angulo a a ordenada do ponto de intersecdo da reta que contém o lado extremidade do angulo com o
eixo das tangentes.

Observe-se que se 0 angulo pertencer ao 4° quadrante, a tangente coincide com a ordenada do
ponto de intersecdo da reta x = 1 com o lado extremidade de a. No caso do &ngulo pertencer ao 2° ou
3° gquadrante, o lado extremidade de a ndo interseta a reta x = 1; nestes casos, prolonga-se o lado
extremidade do angulo de modo a que intersete essa reta e a tangente é entdo a ordenada do ponto de
intersecdo desse prolongamento.

Uma consequéncia imediata da definicdo é a seguinte propriedade:

TEOREMA 2.2 Fixada uma unidade de medida de amplitude, considere-se no plano um referencial
0.n. e &« um angulo generalizado de lado origem no semieixo positivo Ox. Entdo
tg (a + k180°) =tg a, k € Z.

A semelhanca do seno e do cosseno de um angulo, recorrendo ao circulo trigonométrico é
possivel analisar a variacdo da tangente em cada um dos quadrantes. Esta situacdo é apresentada na
tabela seguinte, onde que " ~ " significa que a tangente é crescente no quadrante assinalado (cf.
Tabela 2.3).

Tabela 2.3 - Variacdo da tangente em funcdo dos quadrantes
Amplitude 0° 90° 180° 270° 360°
tga 0 7 N&o definida | 7 0 7 Né&o definida 7 0

Como a tangente de um angulo « € igual a ordenada do ponto de intersecdo da reta que contém
o lado extremidade desse angulo com o eixo das tangentes, o sinal da tangente de « é igual ao sinal da
ordenada desse ponto. Na tabela seguinte apresenta-se o estudo do sinal da tangente de a, onde que
" + " significa que tangente de a é positiva no quadrante assinalado e " — " significa que a tangente de
a é negativa (cf. Tabela 2.4).

Tabela 2.4 - Sinal da tangente em funcdo dos quadrantes
Quadrante 12 20 32 40
tga + - + -
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2.3. GENERALIZACAO DAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

As relacdes trigonométricas estudadas no capitulo anterior relativas a angulos agudos, podem,
agora, ser generalizadas para qualquer angulo. Vejamos alguns exemplos.

O facto de um ponto de coordenadas (cos a, sen a) pertencer a circunferéncia de equagdo
x%? 4+ y? =1, qualquer que seja o angulo generalizado «, prova que a Formula Fundamental da
trigonometria é valida para qualquer angulo, ou seja,

TEOREMA 2.3 Fixada uma unidade de medida de amplitude e dado um &ngulo generalizado «, tem-
se que

2

cos® a + sen? a = 1.

Por outro lado, se @ # 90° + k180°, k € Z tem-se que cos « # 0. Pelo que podemos dividir
ambos 0s membros da igualdade anterior por cos? a e obtém-se :

TEOREMA 2.4 Fixada uma unidade de medida de amplitude e dado um &ngulo generalizado «, tem-

se que
1

cos?a’

1+tg?a=

Embora tenhamos optado apenas por apresentar as demonstragdes de duas relagGes, todas as
identidades trigonométricas apresentadas no Teorema 1.1 sdo vélidas para angulos generalizados.

Para além das identidades j& apresentadas, podem estabelecer-se outras relacdes entre as razdes
trigonométricas de certos angulos em virtude das simetrias que existem entre os seus lados
extremidades.

Na analise das situagdes que se seguem, representamos a no 1° quadrante, embora as mesmas
sejam validas independentemente do quadrante onde a se encontra representado.

A. Relagbes entre as razOes trigonométricas de angulos

suplementares, ou seja, entre a e 180° — a. 4
Como se observa na figura, os pontos P e P” sdo simétricos TN
relativamente ao eixo Oy pelo que tém abcissas simétricas e a / i \\
mesma ordenada. Os pontos T e T sdo simétricos em relacdo ao [ XPfei] .
eixo Ox pelo que tém ordenadas simétricas e a mesma abcissa (cf. \ o /1 &
Figura 2.7). \_ L
Tem-se entdo que: [
sen (180° —a) =sena cos(180°—a) = —cosa Figura 2.7 - Angulos
tg(180° — a) = — tg a. suplementares

B. RelacBes entre as razBes trigonométricas de angulos de 4
extremidades simétricas em relagdo a origem, ou seja, relagdes //-"‘“‘*\f
entre a e 180° + «a. i 1T=T

QL

Por observacdo da figura, constata-se que os lados extremidades de % 10 I g
a e de 180° + a pertencem a mesma reta que passa pela origem, p\ /
pelo que os pontos P e P” s8o simétricos em relacdo & origeme T e = =4

T’ séo coincidentes (cf. Figura 2.8). Figura 2.8 - Angulos de
Logo extremidades simétricas em

sen (180°+ a) = —sena  cos(180° + a) = —cos a relagao a origem
tg(180°+ a) = tg a.
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C. Relagbes entre as razdes trigonométricas de angulos de ’t
extremidades simétricas em relacdo ao eixo Ox (&ngulos //“f“‘\f- 7
simétricos), ou seja, relacdes entre a e - a (cf. Figura 2.9). / o \.

Da simetria dos lados de extremidade de a e de - « relativamente : ofG = 1D rd
ao eixo Ox resulta a simetria dos pontos P e P" e dos pontos Te T \\ ‘ //

em relagdo ao mesmo eixo, pelo que ~—"P\[T"
sen (—a) = —sena  cos(—a) = cosa

Figura 2.9 - Angulos de

tg(—a) = —tg a. extremidades simétricas a Ox

D. Relagbes entre as razbes trigonométricas de angulos A
complementares, ou seja, relagdes entre @ e 90°-a. 9[50.‘ p
O lado extremidade de 90° — a obtém-se por simetria do lado / W o
extremidade de @ em relagdo a reta y = x, pelo que abcissa do / L .‘p
ponto P é igual a ordenada de P” e a ordenada de P é igual a : Q,#w }] 2
abcissa de P” (cf. Figura 2.10). Tem-se que: ‘\\ /
sen (90° —a) = cosa e cos(90°— a) = sena logo P NI o
sen (90°—a cosa 1 7
tg(90° —a) = cos((90°—a)) ~ sena tg_a' Figura 2.10 - Angulos
E. Relacdes entre as razdes trigonométricas de angulos a e 90° + a. complementares
O lado extremidade de 90° + a obtém-se por simetria do lado de & »t
em relacdo a reta y = x seguida de uma simetria em relacdo ao L
eixo Oy, pelo que abcissa do ponto P é igual & ordenada de P" e a / l \.P
ordenada de P é simétrica a de P*(cf. Figura 2.11). Tem-se que [ Dxa ’} 2
sen (90°+ a) = cos a cos(90° + a) = —sena logo \ < .
. sen (90°+a) cosa 1 \ /
tg(90° + @) = c0s(90° + @) —sena tga’ i 0

Figura 2.11 - Angulos
ae90°+a
As relagbes trigonométricas anteriores permitem determinar o valor exato das razdes
trigonométricas de um angulo generalizado, determinando as razdes trigonométricas de um angulo do
primeiro quadrante. Habitualmente, designa-se este procedimento por reducdo ao primeiro
quadrante.

2.4. RADIANO

Até ao momento tem-se usado o grau como unidade de medida de amplitude de &ngulo e de
arco. Sendo o grau a unidade base do sistema sexagesimal € usual expressar as fragdes do grau em
minutos e segundos. Assim, 1 grau corresponde a 60 minutos e cada minuto corresponde a 60
segundos, ou seja, 1°=60"e 1" = 60".

Por exemplo, um angulo correspondente a 30 graus, 10 minutos e 24 segundos, representa-se

abreviadamente, por 30°10°24 e a sua medida, em graus, é 30 + % + % = 30,17.

Nesta seccdo apresentamos a unidade de medida de um novo
sistema de amplitude de angulos designado por sistema circular. ‘

Considere-se uma circunferéncia de centro O e raio r e dois
pontos A e B pertencentes & circunferéncia tais que AB=a e 0

comprimento do arco AB é igual ao raio da circunferéncia (cf. Figura

360°  2mr 360°xr __ 180° - - A

2.12). Neste caso, tem-se que =— o a= L . Figura 2.12- Circunferéncia
a r 2nr n de centro O e raio r
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Concluimos, assim, que numa circunferéncia a amplitude, em graus, de um angulo ao centro
180°
—.
Dado que esta amplitude ndo depende da circunferéncia considerada, podemos entdo considerar
0 comprimento do raio como uma unidade de medida de angulo.

correspondente a um arco de comprimento igual ao raio é constante e igual a

DEFINICAO 2.7 Designa-se por radiano®®, e representa- .

se abreviadamente por rad, a medida de amplitude de um L \ 3
angulo ao centro de uma circunferéncia que nela determina p - \Q,—o
um arco de comprimento igual ao raio (cf. Figura 2.13)

. 180° 1 rad 2 rad 3 rad
Temos, assim, que 1rad = — = 57,3°.
. . . . ) Figura 2.13 Conceito de radiano
Qual serd a medida, em radianos, de um angulo giro?

Sabe-se que a medida do comprimento de uma circunferéncia de raio r é 2zr. Tem-se que 0
um radiano corresponde a um arco de comprimento igual ao raio e que o raio cabe 2 vezes na
circunferéncia, ou seja, um radiano cabe 2 vezes num arco (ou angulo) de 360°, logo
360° = 2w rad. Tem-se, ainda, que
180° = mrad,90° = ~ rad e 270° = = rad.

Observe-se que a partir de qualquer uma das relagcdes anteriores € possivel converter graus em
radianos e radianos em graus.

Analisemos a seguinte situacdo: O Joaquim escreveu sen 1 = 0,84147 ... mas esqueceu-se de indicar
qual a unidade de amplitude de &ngulo. Pretendia escrever 1° ou 1 rad?

Comecemos por escrever a amplitude do &ngulo 1 rad no sistema sexagesimal.

Tem-se que 180° = mrad pelo que 1rad = % = 57,30°.

Como 1° < 30° entdo sen 1° < sen (30°).

Sabe-se que sen (30°) = % Logo sen 1° < 0,5.

Como sen 1 = 0,84147 entdo o angulo definido pelo Joaquim € 1 rad.

OBSERVACAO. Por vezes, simplifica-se a escrita ndo referindo a unidade de medida das amplitudes
dos angulos. Nestes casos, subentende-se que a unidade de medida é o radiano.

A utilizagdo do radiano como unidade de medida permite definir o seno, cosseno e tangente de
qualquer nimero real. De facto, dado um x € R podemos identificar o seno de x (cosseno de x ou
tangente de x) como o seno (cosseno ou tangente) de um angulo generalizado de amplitude x , em
radianos. A introducdo desta nova unidade — radiano, permite, assim, estender o conceito de razdes
trigonométricas para fungdes trigonométricas reais como veremos mais adiante (cf. Capitulo 4) .

15 O termo radian foi publicado pela primeira vez, em 1873, num exame escrito aplicado pelo fisico James T. Thomson. Em
conjunto com Thomas Miir e no &mbito dos trabalhos desenvolvidos, sentiram a necessidade de criar uma nova unidade
angular — o radiano - com finalidade de simplificar algumas férmulas matematicas e fisicas (especialmente, derivadas e
integrais de fungGes trigonométricas e expressdes relacionadas com velocidades e aceleragbes no movimento curvilineo).
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CAPITULO 3 IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Como vimos anteriormente, das definicbes das razdes trigonométricas de um mesmo angulo
resultam algumas relagbes entre elas. Neste capitulo apresentamos algumas identidades
trigonométricas relativas a soma e a diferenca de dois angulos, a duplicacéo e bisse¢do de um angulo,
a angulos multiplos, entre outras.

3.1. FORMULAS DA SOMA E DA DIFERENCA (ou férmulas da adicdo e subtracéo)

Comecemos com a expressao sen (a + ). Sera que sen (a + ) = sena + sen ?
Considere-se, por exemplo, @ = 0 e § = 90°. Substituindo em ambos os membros, obtém-se
sen(0° + 90°) = sen(90°) =1 e sen(0°) +sen (90°) =0+1=1.

Conclui-se que sen (0° + 90°) = sen(0°) + sen(90°).

No entanto, se « = 90° e § = 60°, tem-Se que

sen(90° + 60°) = sen (150°) = sen(180° — 150°) = sen (30°) = % e
V3 2+43
sen(90°) + sen(60°) =1+ 5=

O exemplo anterior mostra que nem sempre é possivel estabelecer uma relagéo de linearidade,
isto é, 0 seno da soma da amplitude de dois angulos nem sempre é a soma dos senos da amplitude de
cada angulo. Na tabela seguinte, ilustram-se mais alguns exemplos (cf. Tabela 3.1).

Tabela 3.1 — Relagédo entre sena + sen f e sen(a + B)

a B sena senf sena + senf sen(a + B)
60° | 30° V3 1 V3+1 1
2 2 2
45° 45° @ E V2 1
2 2
30° | 45° % g ! +2‘/E sen (75°)

Relativamente a Ultima linha da tabela, tem-se que 75° < 90° pelo que
sen (75°) < sen(90°), donde sen(75°) < 1.
Conclui-se, assim, que sen (35°) + sen(45°) > sen (30° + 45°).
Por observacdo da tabela, constatamos, ainda, que para os varios valores
escolhidos sena + sen § > sen (a + B).

Se considerarmos uma circunferéncia de diametro [AC], com AC = 1
e a e B angulos internos dos triangulos [ACD] e [ABC], respetivamente (cf.
Figura 3.1), aplicando o resultado basilar, tem-se
sena = CD, sen = BC e sen (a + ) = BD.

Figura 3.1 — Angulos
i ] inscritos numa
Logo pela desigualdade triangular, circunferéncia.

CD + BC > BD & sena + senf > sen (a + f5).
Apresentamos, de seguida, duas identidades trigonomeétricas relativas ao seno e ao cosseno da
soma de dois angulos.

TEOREMA 3.1 Considerem-se dois angulos a e 8, com « + 8 um &ngulo convexo. Entdo

[A] sen(a+ B) = senacosf + senf cosa.
[B] cos(a + B) =cosacosf —senasenp.

24



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

Vamos considerar trés casos, no entanto, apresentamos apenas a demonstracdo da férmula do
seno e do cosseno da adicdo, no primeiro caso. A prova dos restantes casos encontra-se em anexo (cf.
Anexo 11.1):

1. a,f<90°ea+ B < 90°

2. a,f<90°ea+f =90

3. a>90°e a+ f convexo.
Demonstracdo (Caso 1). Para a prova da formula [A], considere-se 0s
triangulos [ABC] e [ADB] retangulos em C e B, respetivamente, com
angulos internos @ = CAB e p = BAD sendo o, f < 90°e a + 5 < 90°.
A partir da composic¢do dos dois triangulos obtém-se um quadrilatero
[ADBC] como se ilustra na figura (cf. Figura 3.2).
Considere-se 0 segmento de_reta DQ perpendicular ao segmento de reta Figura 3.2 — Composicio de
AC. Obtém-se um novo triangulo retangulo [ADQ] com um angulo dois triangulos retangulos
interno a + B.
Sejam a, b, ¢, d, e, p, g como indicados na figura. Observe-se que AC = b, AB =c, PD =p, PQ =q
eDQ=p+q.
Os triangulos [AEQ] e [EDB] sdo semelhantes dado que
AEQ = DEBe AQE = EBD. Logo QAE = EDB =« .

C

Tem-se que
sena = % @
senf = % (2)
—De_pta_p a_vp @
sen(a+ﬁ)—d— 7 sta=atT
P_Pye_ a_a < _
De (1) e de (2) tem-se que ST X cosasenfl e JToXg= sena cos f.
Assim, sen(a + B) = sena cos § + sen 3 cos a.
Para a prova da formula [B] observe-se que do triangulo [ADB] (cf. Figura 3.2) se obtém
senﬂz%@ﬁ=@senﬁ (3)
cosﬁ=%®ﬁ=@cosﬂ. 4)
Do tridngulo [PDB] e de (3) tem-se que sena = % = g:—g © QC = AD senasenfl
e do tridngulo [ABC] e de (4) tem-se que cos a = j_—; & AC = AD cos a cos f5.
. _ AQ _ AC-QC _ ADcosacosB—ADsenasenf _ _
Assim, cos (a + ) = T =5 = cosacosf —senasenp. ]

Em anexo, apresentamos uma demonstracdo alternativa da férmula do seno da soma de dois
angulos, para o caso em que a,B < 90°, que tem por base relagdes trigonométricas estudadas
anteriormente, nomeadamente, a Formula Fundamental da Trigonometria e a relagcdo entre o seno de
um angulo interno de um tridngulo e a respetiva &rea (cf. Anexo 11.2).

A semelhanca do seno e do cosseno, também no caso da tangente é possivel estabelecer uma
relacdo relativa a adicdo de dois angulos:

TEOREMA 3.2 Considerem-se dois angulos « e 8, com a + 8 um angulo convexo. Entéo

tga+tgf

tg(a +p) = Ttgataf
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Apresentam-se, de seguida, duas demonstracdes da férmula da adicdo da tangente, uma
algébrica com base em identidades trigonométricas previamente estudadas e uma geométrica (apenas
no caso em que a + B < 90°) que tem por base o Teorema de Tales.

Demonstracao algébrica.
Recorrendo as formulas da adi¢do do seno e do cosseno, obtém-se

" ( + ) sen(a + ,8) senacosf + senffcosa
(04 = = .
9 g cos(a + ﬁ) cosacosfl —senasenf

Dividindo a expressdo por cos a cos § obtém-se

senacos f3+sen B cosa sena senf

tg(a+ B) = 0B = ey = ety = . .
cosacosf cosa cosf

Demonstracdo geométrica.

Considere-se dois angulos adjacentes ae [ tais que a + 8 < 90°.

Considere-se os triangulos [OBF] e [OBE] retangulos em B com .

angulos internos @ = BOF e f = BOE (cf. Figura 3.3). Seja OB = 1. B

Considere-se 0 segmento de reta EF tangente, no ponto B, ao arco o, tan(a+h)

centrado no Vvértice do angulo a e de raio 1. Seja G o ponto de intersecao U Ae

da reta OE com a reta tangente a circunferéncia no ponto H (OH = 1). A \

Considere-se, ainda, o segmento de reta ED perpendicular ao segmento ’,/' Mone

de reta OF. Obtém-se um novo triangulo [EOD] retangulo em D com um ,537 | N

angulo interno a + B. ° b H ‘

Do triangulo [OBF] obtém-se tg « = = = BF. (1) Figura 3.3 — Demonstragdo

O_B geometrica
Do tridngulo [OEB] obtém-se tg g = % = EB. (2)

Dado que os triangulos [OAD] e [EAB] sdo semelhantes (OAD = EAB e 0DA = ABE = 90°), tem-
se AEB = AOD = a.

Do tridngulo [ABE] e de (2) resulta tg a = % S AB =tgatgp.

Pelo Teorema de Tales, tem-se

tg (a+p) _ oC __EDxO0C
_—ﬁ_—O_A@tg_(a+,8)— = 3
L-Fo0Cc=2, 4)
1 ED ED

ED —= ED EF EF EB+BF EB+BF
De (3)ede (4) tem-se tg(a+,8) —ﬁOC _O:A'ﬁ_ﬁ_ o4 Ta5"

EB+BF _ tga+tgf
1-4B 1-tgatgf’

A partir das formulas da soma estudadas anteriormente, podemos deduzir férmulas
trigonométricas relativas a diferenca entre angulos. Substituindo, nas férmulas da adicdo, 8 por -
obtém-se os seguintes resultados:

De (1) e de (2) tem-se tg(a +B) = ]

TEOREMA 3.3 Considerem-se dois &ngulos a e 8, com @ — 8 um angulo convexo. Entéo
[A] sen(a—pf) =sen acosf —sen fcosa.
[B] cos(a—pB)=cosacosf+sen asen f3.

__tga-tgp
[C]  tg(a—pys =20

Apresenta-se, de seguida, a demonstracdo algébrica da formula da diferenga do seno e da

16 (cf. Anexos VI.4_ Estérias que a histéria nos conta).
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férmula da diferenca do cosseno.

Demonstracao.
[A] Considere-se a identidade trigonométrica sen(a + ) = sena cos § + sen 8 cos a.
Sabe-se que sen(—a) = —sena e que cos(—a) = cos a. Entdo

sen(a — pB) = sen(a + (—ﬁ)) =senacos(—p) + sen(—f) cosa =
=senacosff —senf cosa.
[B] Considere-se a identidade trigonométrica cos(a + ) = cos a cos B — sena sen 3. Tem-se

cos(a —B) = cos(a + (—ﬁ)) =cosacos(—B) — sena sen(—p) =
=cosacosf + senasenp. [

OBSERVACAO. As identidades estudadas neste capitulo, para angulos convexos, sdo facilmente
generalizadas para quaisquer amplitudes a, € R, atendendo & definicdo do seno, cosseno e tangente
de um namero real. Apresentamos apenas a demonstragdo da formula da diferenca do seno, dado que
as restantes séo semelhantes.
Considere-se fixada uma unidade de medida de amplitude. Seja g a medida de amplitude de um
angulogiroe a + k19, B + k,g, k € Z, dois angulos generalizados, tem-se que
sen ((a +kig) -+ kzg)) = sen ((0( —B)+ gk, — kz)) =
=sen(a—p)=senacosB —senfcosa =
=sen(a + kyg) cos(f + k,g) —sen (B + k,g) cos(a + k,g).
Provou-se, assim, que as identidades que se demonstraram ser validas para medidas de
amplitudes de angulos convexos, sdo validas para quaisquer medidas de amplitudes.

mmmm ENCANTO 2... DE MAOS DADAS COM A GEOMETRIA

Neste encanto apresentamos uma demonstragio da equivaléncia entre o Teorema de Ptolomeu*’
e a férmula da soma do seno de dois angulos.

Comecamos por apresentar alguns resultados relativos a quadrilateros ciclicos. As
demonstragdes dos teoremas encontram-se em anexo (cf. Anexo 11.3).

DEFINICAO 3.1 Um quadrilatero [ABCD] diz-se ciclico se os seus Vvértices s&o pontos de uma
circunferéncia. Abreviadamente, escrevemos QC para quadrilatero ciclico.

TEOREMA 3.4 Um quadrilatero é ciclico se e s se 0s seus angulos opostos sdo suplementares.

OBSERVAGCAO. Do teorema resulta que o Unico paralelogramo possivel

de inscrever numa circunferéncia € o retangulo. Nesta situacdo, a interse¢cdo

das diagonais coincide com o centro da circunferéncia circunscrita e o raio
da circunferéncia é metade da medida do comprimento de uma qualquer S
diagonal (cf. Figura 3.4). s o~

O teorema anterior mostra, ainda, ser possivel caracterizar um
quadrilatero ciclico com base na amplitude dos seus &ngulos. E 0 que se
pode afirmar relativamente aos comprimentos os lados de um QC?

Considere-se um retangulo [ABCD] inscrito numa circunferéncia (cf. Figura 3.4) e os

Figura 3.4 - Paralelogramo
inscrito numa circunferéncia

7 Claudio Ptolomeu (85 d.C-165 d. C.), matematico, astrénomo e gedgrafo grego, dedicou-se as ciéncias matematicas, em
particular a astronomia. Publicou a obra Almagesto, um tratado em treze livros, sobre astronomia.
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comprimentos dos respetivos lados. Aplicando o Teorema de Pitadgoras, obtém-se 0s comprimentos
das diagonais. A tabela que se segue apresenta dois exemplos, onde se relaciona também outras
relacBes para os trés pares de comprimentos considerados (cf. Tabela 3.2).

Tabela 3.2 — Relagdo dos comprimentos dos lados e das diagonais de um QC

- . . AB x CD -
AB =CD c=4 AC =B - CXB
+ BC x AD
3 4 5 25 25
5 V41 41 41

Através da analise da tabela, constatamos que o produto das medidas dos comprimentos das
diagonais ¢ igual & soma dos produtos das medidas dos comprimentos dos lados opostos de um
retangulo. Esta propriedade é valida em qualquer QC como nos diz o proximo resultado.

TEOREMA DE PTOLOMEU. Fixada uma unidade de comprimento, um ’
quadrilatero [ABCD] é ciclico se e s6 se o produto das medidas dos
comprimentos das diagonais € igual a soma dos produtos das medidas dos
comprimentos dos lados opostos, ou seja,

—_ P —_ —_ —_ —_— D

AC xBD = AB x CD + BC x AD .
OBSERVACOES. Figura 3.5 — QC

1. Observe-se que quatro pontos determinam seis medidas de comprimento

e que, no caso do teorema de Ptolomeu (cf. Figura 3.5), as seis sdo s -7
utilizadas. 54

2. Considere-se, 0 caso em que o quadrilatero ciclico é um retangulo -7
[ABCD] (cf. Figura 3.6). Pelo Teorema de Ptolomeu tem-se que

AC x BD = AB x CD + BC x AD. _ - o
Como AC = BD , 4B = CD e BC = AD entdo AC? = AB? + BC>. Figura 3.6 Retangulo inscrito
Nesta situagdo, o teorema de Ptolomeu fica reduzido a sua expressdo mais

simples, ao Teorema de Pitagoras.

Analisadas algumas das propriedades relativas a quadrilateros ciclicos, retomemos o objetivo
principal deste encanto.

Para mostrar a equivaléncia entre o Teorema de Ptolomeu e a formula da adi¢do do seno, é
conveniente escrever os comprimentos dos lados e das diagonais do quadrilatero em funcéo de razGes
trigonométricas dos angulos. Mas como fazé-lo?

Considere-se um quadrilatero [ABCD] ciclico inscrito numa circunferéncia de diametro 1 e os
angulos a, B, y, 6 tais que
a = ACB = ADB, 8 = CBD = CAD,y = ABD = ACD e § = BAC = BDC (cf. Figura 3.7).

Pelo resultado basilar, tem-se que

AB =sena, BC =send,CD =senf3, AD =senye
BD =sen (f + 8) = sen (a +y)

AC = sen (a + 8) = sen (B +y).

Do Teorema de Ptolomeu resulta que

AC xBD = AB x CD + BC x AD

pelo que
sen(a +y)sen(p + =senasenfl + senysend.

( ") A ('B ,y) , '8 )/ . Figura 3.7 - Quadrilatero ciclico
Como consequéncia € possivel enunciar a seguinte propriedade: inscrito numa circunferéncia
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IDENTIDADE DE PTOLOMEU. Se a + f +y + § = 180° entdo 2
senasenf + senysend =sen(a + y) sen(B + y). 2

Como se acabou de mostrar, o Teorema de Ptolomeu implica a
Identidade de Ptolomeu. Vejamos, agora, que a ldentidade de Ptolomeu
implica a implicacdo direta do Teorema de Ptolomeu.

2y

Sejam «a, B, y, 6 angulostaisquea + B8 +y + 6 = 180°.

Tem-se que 2a + 28 + 2y + 28 = 360°.

Considere-se uma circunferéncia de didmetro 1 dividida em arcos

de amplitude 2, 23, 2y e 24, tal como sugere a figura (cf. Figura 3.8).
Considere-se um quadrilatero [ABCD] ciclico (cf. Figura 3.9) tal que
a =ACB = ADB g =CBD = DAC

y = ABD = ACD 8§ = BAC = BDC.

Pela Identidade de Ptolomeu, tem-se que

senasenf + senysené =sen(a +y)sen(f +y).

Pelo resultado basilar,

AB =sena, BC = sen§,CD = sen 8, AD = seny e

Figura 3.8 —Circunferéncia

BD =sen (B + 68) =sen(a+7y) Figura 3.9 - QC

AC = sen (a+ 8) =sen (B +7y).

Donde,

senasenf + senysend =sen(a +y)sen(f +y) ©AB x CD + AD x BC = BD X AC . n

Ficou, assim, demonstrada a equivaléncia entre a implicacao direta do Teorema de Ptolomeu e a
Identidade de Ptolomeu. VVejamos, agora, a equivaléncia entre a Identidade de Ptolomeu e as férmulas
da adicdo do seno e do cosseno.

Demonstracao.

(=) Dados a e y angulos agudos, considerem-se § e f taisque a + 6§ = f +y = 90°.
Tem-se

a+ B +y+6=180°, logo pela Identidade de Ptolomeu

senasenf + senysend =sen(a +y) sen(f +7y).

Como S +y =90°entdo sen(f +y) = 1. (1)
Como a + § = 90° entdo sen§ = cos a. 2
Como B +y = 90° entdo sen 8 = cosy. 3
De (1), de (2) e de (3) tem-se

senacosy + senycosa = sen(a +y). |

(<) Considerem-se as férmulas da adicao e da subtragdo do cosseno:
cos(a — ) = cosacosf +senasenf
cos(a + ) = cosacosf —senasenp.
Subtraindo membro a membro as duas equacdes, tem-se que
cos(a — B) —cos(a+ ) =cosacosf +senasenff —(cosacosf —senasenf) =
= 2senasenp.
Pelo que senasenff = %[cos(a — B) —cos(a + B)]. (1)
De (1) tem-se que
senasenf + senysend =%[cos(a —pB) —cos(a+ B)] + % [cos(y — &) — cos(y + )]
Considerando o + 8 +y + & = 180° entdo cos(y + §) = —cos(a + B) pelo que
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1

senasenf + senysend = E[Cos(a —B) — cos(a + B)] +%[cos(y —68) + cos(a + B)]

%[cos(a —B) + cos(y — 8)]. 2
De (1) tem-se, ainda, que
sen(a +y)sen(B +y) =;[cos(a+y —(B+vy)) —cos(a+vy+ (B +V))]

=~ [cos(a+y = —1)) = cos(a+y+p+7)]

= 2[cos(a — B)) — cos(a + B + 2y)]. 3)
Comoa +f +y+ 6 =180°entdo
a+f+2y=a+pf+y+56+y—6=180°+y —6.
De (3) tem-se

_RN R

sen(a +y)sen(f +vy) = % [cos(a — B)) — cos(180° +y — )] = %[cos(a —B)) + cos(y — 8)] 4)
De (2) e (4) tem-se
senasenf + senysend =sen(a +y) sen(f +y). [ |

Fica assim, demonstrada a equivaléncia entre a ldentidade de Ptolomeu e a férmula da soma do
seno de dois angulos e, consequentemente a equivaléncia entre o Teorema de Ptolomeu e a férmula da
adicao do seno.

Em anexo, apresentamos uma demonstracdo alternativa da férmula do seno da soma e da
subtracdo de dois angulos, que tem por base o Teorema de Ptolomeu (cf. Anexo 11.4). EEEEE

3.2. FORMULAS DO DOBRO DO ANGULO (ou férmulas da duplicacéo)

Na seccdo anterior apresentamos as formulas do seno, do cosseno, e da tangente da soma e da
diferenca de dois angulos. Um caso particular das formulas da adi¢do do seno e do cosseno de dois
angulos € o caso em que os dois angulos tém a mesma amplitude. Nesta situacdo, as expressdes
sen(a + B) e cos(a + B) ficam reduzidas a sen(2a) e a cos(2a), 0 que corresponde a determinar as
razbes trigonométricas do dobro de um dado angulo. Vejamos o que acontece as identidades
trigonométricas:

Sabe-se que

sen(a+ B) =senacosf +senfcosa,cos(a+ ) =cosacosf —senasenf e
tga+tgp

t =

gla+p) T—tgatgp

Considerando a = S8, obtém-se

sen 2a) =sen(a+a) = senacosa + senacosa = 2sena cosa

cos(2a) = cos(a + @) =cosacosa —sena sena = cos’a — sen’a
tga+tga 2tga

tg (2a) = g ga g

1—-tgatga 1-—tg?a’

TEOREMA 3.5 Considere-se um angulo a. Entéo

[A]l sen(2a) = 2 sena cos a.

[B] cos(2a) = cos?a — sen a.

[Cltg(2a) = 295  seq # 90° + k180° A a # 45° + k90° k € Z.

1-tg2a

OBSERVAGCAO. Recorrendo & Férmula Fundamental da Trigonometria, sen? a + cos? a =1,
constatamos que é possivel escrever cos(2a) apenas em funcdo de sen a ou de cos a. Tem-se que:
cos(2a) = cos?a — sen’a = cos?a — (1 — cos?a) = 2 cos®a—1 e

cos(2a) = cos?a — sen?a = (1 — sen?a) — sen’a = 1 — 2 sen?a.
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E o que acontece com sen (3a)? Recorrendo a férmula da adicdo do seno obtém-se
sen(3a) = sen 2a + a) = sen(2a) cos a + sen a cos(2a).
Sabe-se que sen(2a) = 2senacosa € cos(2a) = 1 — 2 sena pelo que
sen(3a) =2senacosacosa + sena (1 — 2 sen?a) = 2sena cos’a + sena (1 — 2 sen’a) =
=2sena (1 — sen?a) +sena (1 —2sen?a) = 2sena — 2sen3a + sena — 2sena =
= 3sena — 4 sen3a.
Constatamos, assim, que sen (3a) se expressa como um polindmio apenas da razdo trigonométrica
sen a, 0 que nao acontece com sen (2a). No caso, sen (4a) tem-se que
sen (4a) =2 sen (2a) cos(2a) = 4sen acosa (1 — 2 sen?a) = 4sen acosa —8sen 3 acosa.
A semelhanca de sen (2a), 0 sen (4a) ndo pode ser escrito através de uma expressio
polinomial apenas dependente de sen a.
Mais a frente, voltaremos a analisar com um pouco mais de detalhe as expressdes
correspondentes a angulos multiplos de um dado angulo (cf. Seccéo 3.5).

Retomemos a identidade trigonométrica tg (2a) :122#.
By

Recorrendo as formulas da tangente da soma de dois angulos, aplicando um processo de
recorréncia, obtém-se as identidades trigonométricas relativas a tangente de angulos maltiplos de @ em
funcdo de tg a. Por exemplo, tem-se que

2tga
tga+tgRa) tga+1_tg2a 3tga— tgda
tg(3a) =tg (cr+2a')=1 ; = >t = >
—tga.tg(a) 1—tga ga 1-3tg%a
"1-tg%a
3tga— tg3a
tga +tg(3a) tga+ 1-3tg%a dtga—4tg3a
tg (4a) = tgla+3a) =T = G - 3tga— tg°a 1-6tgia+1tg
ga.tg (3a) 1 —tgq 2t9@ g3 a gla+1tgha
ga. 1-3tg%a

Por recorréncia, obtém-se a identidade trigonométrica relativa a tg (na), fazendo
tg(na) = tg(a + (n— 1)a),vneN.
Observe-se que a expressdo tg(na) € uma fungdo racional que se consegue expressar apenas
em funcéo de tg .

3.3. FORMULAS DA METADE DE UM ANGULO (ou férmulas da bissecéo)

E como obter formulas para o seno e o0 cosseno da metade de um angulo conhecidas as razdes

trigonométricas desse mesmo angulo?

Retomemos as identidades trigonométricas

cos(2a) =1 —2sen®a e cos(2a) = 2cos’a—1.
Tem-se que

1-cos(2a)

2
1+cos(2a)
—

Substituindo nas férmulas anteriores a por % obtém-se as Férmulas de Briggs®®:

2 (a 1-cosa 2 (@ 1+cosa
sen~\- )= e cos™\-) =
2 2 2 2

cos(2a) =1 —2sen’a © sen’a =

cos(2a) =2 cos’a—1 © cos’a =

Senz(g) 1-cosa "

2 (@ _ 2) _ _ —cosa

e, consequentemente, tg (E) = ——X = T5osa = Treora
cos?(3)  TH

Das Férmulas de Briggs resulta o seguinte teorema:

18 Henry Briggs (1561 - 1630), matematico inglés a quem se deve a construcdo da primeira tabua de logaritmos decimais.
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TEOREMA 3.6 Considere-se um angulo a. Entéo

1-cosa

A sen (€)= £ [

1+cosa

o1 cos () = 2 [

1-cosa

a o o
[Cltg (5) = £ |12 com a # 180° + k 360°, ke,

Apresentamos, agora, a demonstragdo geométrica do teorema no caso em que a é um angulo agudo.

Demonstragdo. Considere-se uma circunferéncia de raio 1 centrada no
vértice O do éangulo a e o éangulo B de vértice P, inscrito na
circunferéncia, com um dos lados contendo um dos lados do angulo a e
compreendendo entre os seus lados 0 mesmo arco de circunferéncia que o
angulo «a (cf. Figura 3.10).

Seja Q o ponto de interse¢do da circunferéncia com os lados néo
colineares dos angulos a e 5. Considere-se, ainda, a projecao ortogonal,
R, do ponto Q na reta PO e a projecdo ortogonal, S, do ponto O na reta

PQ.

Figura 3.10 —
Circunferéncia de raio 1

Como a amplitude de um angulo inscrito numa circunferéncia é
metade da amplitude do arco correspondente, tem-se que f = %
Tem-se que sena = QR e cos a = OR.
Aplicando o Teorema de Pitagoras, ao triangulo [PQR] obtém-se
PQ? = sen’a+ (1 +cosa)? =sena+1+2cosa+cos?a =2+ 2cosa.
Como PQ > 0 entdio PQ = /2 + 2 cos a.
Do triangulo [OPS] resulta que

sen (%) gg =0S e cos (a) _po = PS.

Aplicando o Teorema de Pitagoras ao tridngulo [OPS] (observe-se que PS = %W) obtém-se

\/2+22605a)2 -1— 2+2cosa _ 1-cosa _Como OS > 0 entio OS 1—cosa.

ﬁ2=12—( 2 = 2

Assim, sen (g) =

1-cosa e cos (a) __V2+2cosa _ |2+2cosa _\/1+cosa
2 2) B B 2

e, consequentemente

1-cosa
a sen 1-cosa
tg |- |
2 COS( ) 1+cosa 1+cosa’

A titulo de exemplo, mostramos como obter os valores para as razdes trigonométricas dos

A 1 1 1 . ~ . Las N
angulos 545", 1450'5450’ .., a partir dos valores das razfes trigonomeétricas de 45°, recorrendo as

. o 45° . . A
formulas da duplicacdo. Como —= » M €N esta no primeiro guadrante tem-se para os angulos

envolvidos

a 1-cosa a 1+cosa
sen\—-) = ecos\|\-) = .
2 2 2 2

Aplicando um processo de recorréncia, obtém-se as seguintes identidades trigonométricas:
e sen=1 entdo
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= 2—\/5 = 2_\/5

4 2

__ [1—cos(45°)
> =

vz
cos (45°) _ ’1+cos(45°) s f2+ﬁ _V2+2
2 2 2 4 2

e sen =2 entdo

(%]
Q
S
N
N |,
o
—
|

450) 1—cos (4750) 3

_ _ 1—7“2;”@: ’2_,/2+\/§=‘/2—\/2+\/7

4 2 4 2 '
COS<4—5°)= 1+cos(4750)= 1+—‘2-2H/§= ,2+1/2+\/§=1f2+\/2+\/7
4 2 2 4 2 '

2
e sen =3 entio

450): 1 - cos () 1—%“‘/7 z_m jz—m.

sen (

sen(8 5 = > - 7 _ -
B 24+V24+42 f
450 1+cos(445_) 1+f 24+ [2+V2+2 \/2+ 24242
cos ()= |—7 = o i b MR

Por recorréncia obtém-se as identidades

2— |2+ /2+(...)+«/§

45° .
sen (zn) = 5 , com n + 1 raizes quadradas e
24 2+ /2+(...)+«/§
45° P
cos (zn) = > , com n + 1 raizes quadradas.

Uma vez estabelecidas as formulas para o seno e o cosseno da metade de um angulo, é
possivel construir tabelas trigonométricas ° a partir dos valores exatos de alguns angulos ja
conhecidos.

Retomemos a férmula tg (%) =+ /:ZZZZ vélida para a # 180° + k 360°,k € Z. Podemos

escrever tg (g) =+ 1—cosa= + (1—cosa) (1+cosa) =+ 1-cos?a —=+ sen?a =+ |sena|.
2 1+cosa 1+cosa/ \1+cosa (1+cos a)? (1+cos a)? 1+cosa

Tem-se que 1+ cosa > 0 para qualquer « do dominio de validade da expressdo. Se a

pertencer ao 1° ou 2° quadrante, entéo% pertence ao 1° quadrante. Logo, sena > 0e tg (%) > 0. No
caso do angulo pertencer ao 3° ou 4° quadrante, % pertence ao 2° quadrante. Pelo que sena < 0 e

tg (g) < 0. Em ambos os casos, o sinal de sen « é igual ao sinal de tg (%)

identi @) = 4 lsenal - (E) =_S€na_
Logo a identidade tg (2) = *11cosg Pode ser escrita na forma tg (5 ) = 7 .

ainda, multiplicando o numerador e o denominador por 1 — cos «, no caso em que a # k360° k € Z,

19 As formulas da adigéo e da metade de um angulo permitiram, desde a antiguidade a construcdo de tabelas trigonométricas
com precisdo suficiente para as inimeras aplicagcbes em que desde entdo se utilizou a trigonometria, nomeadamente, a
astronomia e a cartografia. (cf. Anexo VI_ Estorias que a histéria nos conta).
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tem-se
a sena sena l—cosa sena(l—cosa) sena(l—cosa) 1—cosa
92 l+cosa 1+4+cosal—cosa 1—cos?a sen? a sen a

1-cos

x a .o ..
Observe-se que a expressao ndo é valida em todo o dominio da tg (“) Tem-se que a

sena E
primeira expressdo é valida para « # k180°, , k € Z e a segunda expressao é valida para

a # 180° + k360° k € Z.
As identidades seguintes exprimem racionalmente tg (g) em funcéo de sen a e de cos a:

TEOREMA 3.7 Considere-se um angulo «. Entdo

[Al tg ($) = Tomee com @ # 180° + k 360°, keZ.
[B]ltg (%) = 15_;;:5““ com a # k180°, keZ.

Vejamos, agora, se € possivel escrever sena e cos a em funcéo de tg % Se cos 8 # 0 temos

que
_ __ 2senfcos?f 2, _ 2tgf
sen (2B) = 2senfcosf = —osf - 2tgPcos®f = Trtg’f
2 2 1—tg?
cos(2B) =cos? B —sen? B = (Ezzzg - if)zz g) cos?B=(1-tg?B)cos’p = ﬁ

_sen(2p) _ 2tgp
tg2h) = Z5szpy = 1-tg’B -

Fazendo 28 = a obtém-se os seguintes resultados:

TEOREMA 3.8 Considere-se um angulo a« com a # 180° + k 360°, keZ. Entdo

2tg (¢ 1—tg?(% 2tq (¢
) g )
1+tg*(3) 1+tg*(3) 1-tg*(3)

Verifica-se assim, pelas férmulas anteriores, que quando conhecida a tg (%) ficam

sena =

determinadas as razdes trigonométricas do respetivo angulo a. Vamos designar estas identidades por
uniformizagdo das razdes trigopnométricas.

mmmm ENCANTO 3... UM ENCONTRO INESPERADO

Ao longo do tempo surgiu a necessidade de explorar a Trigonometria para resolver problemas
relacionados com a Astronomia, com a Navegacdo, com a Arquitetura, entre muitas outras areas.
Nessa busca desenfreada pela compreensdo do Universo, a Trigonometria foi uma importante
ferramenta nas maos dos babilénios, egipcios, gregos, hindus e arabes.

Ao longo do tempo, foram encontradas inimeras tbuas de - i

. . e . . . A ]
argila cuja principal funcdo era auxiliar nas medigbes e nos i
resultados dos calculos efetuados. FET e FE

De entre todas as tabuas, talvez a mais importante ou a ST =g i 007
mais conhecida seja a carismatica Tabela Plimpton 322 (cf. 1o e 1
Figura 3.11). A Plimpton 322 é uma tébua de argila, D /13 i 1
parcialmente partida, em escrita cuneiforme, que apresenta -
registos de atividade matematica babilénica. Esta tabua foi Figura 3.11 - Plimpton 322
escrita aproximadamente entre 1900 a 1600 a.C. Inicialmente,  (retirado de Trigonometric Delights [8])

parecia tratar-se de uma tdbua como tantas outras, com registo de
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atividades comerciais, no entanto, uma analise cuidada do tipo de sistema numérico e simbolos
utlizados na época permitiu a tradugdo do conteldo para sistemas mais atuais (0 sexagesimal e o
decimal) e revelou algo bem diferente.

A Plimpton 322 é uma tabela com 4 colunas, sendo que nas primeiras 3 colunas, praticamente
completas, estdo indicados os valores dos catetos e hipotenusa de triangulos retangulos inteiros.
Acredita-se que a tabela apresenta uma lista de ternos pitagéricos.

Encontrar tridngulos retangulos cujas medidas dos comprimentos dos lados sdo nudmeros
inteiros, definidos por alguns autores como 0s nossos melhores amigos, € uma busca antiga.
Chamamos terno pitagdrico a um terno de inteiros positivos, (a, b, c¢), tal que a? + b? = ¢2. O terno
pitagérico mais notavel é o (3,4,5) pois é o Unico formado por trés nimeros consecutivos, sendo, nesse
terno, a soma dos elementos a menor possivel. Mas existem outros igualmente notaveis, por exemplo,
o0 terno correspondente a um tridngulo de lados 372, 925 e 997. Este terno corresponde ao tridngulo
retdngulo de maior perimetro cujas medidas dos comprimentos dos lados sdo inferiores 1000. A
guestdo que se coloca é: Como encontrar triangulos retangulos cujos lados tenham medidas inteiras?

Um resultado surpreendente esconde-se por tras da uniformizacdo das razdes trigonométricas.
De que forma se estabelece uma relacdo entre os ternos pitagoricos e a uniformizagdo? De que forma
se relacionam as igualdades estudadas anteriormente com 0s ternos pitagoricos?

Seja (a, b, c) um terno Pitagdrico. Existe, entdo, um triangulo retdngulo cujos comprimentos
dos catetos séo a e b e cujo comprimento da hipotenusa é c. Pelo que cada angulo agudo do triangulo
tem razfes trigonométricas racionais.
Considerem-se as identidades

2t9(5) 1-tg*(3)
1+tg*(5) 1+tg%(%)
Setg (%) é um nGmero racional n&o negativo, isto &, tg (%) =2com p,q € N, entéo substituindo em

q
(1) e em (2) obtemos

sena = (2).

1) e cosa=

2p _(p)?
sena=—9__ =229 o (o5q= ) e
- D 2 q2+p2 - D 2 q2+p2'
1+(6) 1+(6)
Logo podemos tomar para as medidas dos

. o " Tabela 3.3 — Ternos Pitagoricos
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo com um

angulo agudo a os nimeros racionais da forma 2pg, g2 —  CATETO CATETO HIPOTENUSA
p?e g%+ p? (hipotenusa), obtendo-se o terno pitagérico - 2 2
(2pq,q® — p?,q% + p?). Na tabela ao lado (cf. Tabela 3.3) 85 72 a7
encontram-se registados alguns ternos pitagéricos da forma 118 120 163
b o) = (2 2_ 2 g2 4 2 140 171 221
(a,b,c) = (2pq,q* —p S ). _ 161 240 289
A titulo de exemplo, vamos determinar as medidas dos 318 380 481
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo com um ;:; ggg 125:199
A 3
angulo agudo a sendo tg (%) =z Escolhendop =3 e 1679 2400 2929
. ’ . 1771 2400 2829
q = 5 conclui-se que as medidas dos comprimentos dos
lados do tridngulo séo 16, 30 e 34. EEEN

3.4. FORMULAS DE TRANSFORMAGCAO LOGARITMICA (ou formulas de prostaférese)

Nesta sec¢do apresentamos identidades trigonométricas que sdo designadas por formulas de
transformacao logaritmica pois transformam somas em produtos. A designacado de logaritmica deve-
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se a semelhanca de comportamento que se verifica com os logaritmos, relativamente a propriedade
seguinte log, b + log, c =log, (c Xxb) com b,c € R* ea € R*|{1}.

Vejamos como a adicdo e diferenca entre senos ou cossenos pode ser transformada numa
expressao logaritmica.

TEOREMA 3.9 Considerem-se dois &ngulos a e 8. Entédo
_ a+p a-p

[A] sena + senf = 2sen (T) cos (T) .
_ a+p a-p

[B] sena —senf = 2cos (T) sen (T)

a+f

[C] cosa + cosf = 2cos (T) cos (g)

[D] cosa —cosf = —2sen (a;—ﬁ) sen (“2;/3)

Apresentamos apenas a demonstracdo das identidades trigonométricas [A] e [B] dado que as
restantes se demonstram de forma anéloga.
Demonstragdo. Considere-sea = a +feb =a — (. Tem-se que a = aTer e f= aT_b. (1)
Pelas formulas do seno da soma e da diferenca de dois &ngulos, tem-se que
sen(a+ B) =sen acosfB +sen Bcosa e sen(a—f) =sen acosf —sen (§cosa.
De (1) obtém-se

+b -b —b +b

sen a = sen (a + f) = sen (aT) cos (aT) + sen (aT) cos (aT) (2)
sen b = sen (a — f§) = sen (a—+b) cos (az;b) — sen (az;b) cos (a—+b) : 3)

2 2
Adicionando as equacdes (2) e (3) membro a membro obtém-se

a+b a—>b
sena+senb=25en( > )cos( > )

: . -b +b
e subtraindo obtém-se sen a — sen b = 2 sen (aT) cos (aT) ]

Apresentamos, de seguida, as identidades trigonométricas que permitem transformar um
produto de senos e/ou cossenos na soma de senos ou cossenos de dois ngulos.

TEOREMA 3.10. Considerem-se dois angulos a e 8. Entdo
[A]l senasenf = %cos(a -pB) — %cos(a + ).

[B] cosacos = %cos(a +B8)+ %cos(a -B).
[ClsenacosB = %sen(a + )+ %sen(a - pB).
Demonstracéo de [A] e [B]. Sabe-se que

cos(ed —B) =cosacosf +senasenfs (1) e cos(a+pf)=cosacosf —senasenf (2).
Subtraindo (1) e (2) termo a termo, obtém-se

cos(a —B) —cos(a+ B) =2senasenff < senasenff = %cos(a -B)— %cos(a + B).
Adicionando (1) e (2) termo a termo, obtém-se

cos(a —B) +cos(a+ ) =2cosacosf < cosacosf = %cos(a -p)+ %cos(a + ).

[C] Sabe-se que
sen(a — ) =senacosff —senfBcosa (3) e sen(a+ ) =senacosf+senfcosa. (4)
Adicionando (3) e (4) termo a termo, obtém-se

sen(a —B) + sen(a+ ) =2senacosf < senacosf = Esen(a -p)+ %sen(a + ) [
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35. FORMULAS DE ANGULOS MULTIPLOS

Numa sec¢do anterior provou-se que se consegue expressar sen (3a) como um polinémio de
razdo trigonométrica sen a, 0 que ndo acontece com sen (2a). Verificou-se, ainda, que
sen (4a) =4 sen acosa — 8sen® a cos a, pelo que se concluiu que a mesma néo pode ser escrita
através de uma expressao polinomial apenas dependente de sen a.

Como obter o polinémio relativo a sen(5a)? Aplicando a formula do seno da adi¢do tem-se
sen(5a) = sen(a + 4a) = sen a cos(4a) + sen(4a) cos a. (D)
Como sen (4a) =4sen acosa —8sen3acosa e cos(4a) =8cos*a—8cos?a+1
substituindo em (1) obtém-se sen(5a) = 5 sen a — 20 sen® a + 16 sen® a.

Observe-se que sen(5a) € uma expressdo dependente de sen(4a) e de cos(4a), 0 que significa que
nado se obtém por recorréncia apenas a partir dos sen(ka) com k < 5.

De um modo geral, recorrendo & formula do seno da adi¢éo tem-se que
sen(na) = sen (@ + (n — 1)a) = sen a cos((n — 1)a) + sen((n — 1)a) cos a, VneN
pelo que as expressdes sen(ka) e cos(ka) com k < n, tém de ser desenvolvidas a par:
sen (2a) e cos (2a), sen (3a) e cos (3a), ..., sen((n — Da) e cos((n — Da).

Aplicando um processo por recorréncia e recorrendo a férmula fundamental da trigonometria,
obtém-se
sen(2a) =2senacosa
sen(3a) = 3sen a —4senda
sen(4a) =4 cosa (sena — 2 sen3 a)
sen(5a) = 5sen a — 20 sen® a + 16 sen® «

Constata-se da analise das expressfes que, quando n é impar, a expressdo sen (na) pode ser
escrita como uma expressdo polinomial dependente apenas de sen a €, quando n é par, escreve-se
como uma expressao polinomial em funcéo de sen « e cos a.

De forma analoga, recorrendo as relagdes conhecidas, aplicando um processo por recorréncia,
obtém-se a identidade relativa a cos(na), fazendo cos(na) = cos (@ + (n — 1)), VneN, e tem-se
cos(2a) =2 cos?> a—1
cos (3a) =4 cos® a —3cosa
cos(4a) =8 cos* a —8cos®>a+1
cos(5a) = 16 cos® a — 20 cos® a + 5 cos a

Observa-se que a expressdo cos(na) pode ser sempre escrita como uma funcdo polinomial
dependente apenas de cos «, independentemente do valor de n.
Vejamos, mais pormenorizadamente, como surgem os coeficientes associados a uma expressao
trigonométrica sen (na) e cos(na). Comegamos por apresentar dois resultados auxiliares.

TEOREMA DE DE MOIVRE?.
(cosa +isena)" = cos(na) + isen(na), Va € R,vn € N.

No teorema seguinte apresentamos uma formula designada por Bindmio de Newton que nos da
uma férmula para expressoes do tipo (a + b)™ comn € Nj,.

20 Braham de De Moivre (1667-1754), matematico francés que se notabilizou nas areas da Geometria Analitica, na
Trigonometria e na Teoria das Probabilidades. De Moivre estudou l6gica e deu importantes contributos na teoria dos
numeros complexos, no estudo das probabilidades e na trigonometria. Apresentou, em 1739, um processo de determinagao
das raizes de indice n de um qualquer nimero complexo.
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BINOMIO DE NEWTON?,
O desenvolvimento da n-ésima poténcia de (a + b) coma,b € R,n € N, é dado por:

(a+ b)" = "Cea™b® + "Ca™ bt + -+ "Cp_q1atb™t + *Cabh" = YR _ MCrrakb™ k|
n!

Os numero "C,, s&o designados por coeficientes binomiais e "C;, = preEE

Recorrendo a estes resultados, vejamos como é possivel obter as identidades relativas a
sen(3a) e cos(3a). Aplicando o teorema de De Moivre tem-se

(cos a + i sen a)® = cos(3a) + i sen (3a). (1)

Por outro lado, aplicando o Binébmio de Newton obtém-se

(cosa +isen a)® = cos® a + 3i cos?
=cos® a — 3 cosa sen’a + i(3 cos?a sen a — sen3a). )

De (1) e de (2) e aplicando a Férmula fundamental da trigonometria vem

cos(3a) = cos? 3a—3 cosa(1—cos’a)=4cos®a—3 cosa

sen (3a) = 3 cos’a sena — sen®a = 3(1 — sena)sen a — sen®a =3 sena — 4 sena.

No exemplo anterior determinaram-se as identidades relativas ao sen(3a) e ao cos (3a).
Vamos, agora, determinar as identidades trigonométricas relativas a sen (na) e cos(na) sendo a um
angulo arbitrério.

Do Teorema de De Moivre sabe-se que que (cosa + isena)” = cos(na) + i sen(na).
Aplicando o Bindmio de Newton no primeiro membro da equacao, obtemos
(cosa +isen a)" = ¥1_,™C, (cos a)™ *(isen a)* logo,

cos(na) = Re (Z "C, (cos a)* ¥ (isen a)") = Re (Z "C, (cos a)" *ik(sen a)")

k=0 k=0

2 3

asena — 3 cosasen‘a—1isen’a

a — 3 cos asen’a = cos

sen (na) =Im (Z "C,, (cos )" ¥ (isen a)k) =Im (Z "C,, (cos )" *ik(sen a)").

k=0 k=0
Assim sendo, parak € {0,1, 2, ...,n}

cos(na) + i sen(na) = Z "C, (cosa)* Fik(sena)* +i 2 "C, (cos @) *ik(sen a)* + "C, (cos a)™
k par k impar

Oraik € R, se k é parou k = 0 e i* € C\R, se k é impar, logo
i sen(na) =i Z "C, (cos )" Fik(sen a)*
k impar
cos(na) = Z "Cy, (cos )" ik (sen a)* + ™C, (cos a)™
k par

12 Situacdo: Se n é par. Entdo n = 2m com m € N. Pelo que

m
i sen(na) = i ) "Cye_y (cos @)K (—1)K (sen )k =

k=1
="C, (cos )" Lsena —"C; (cos @) 3(sena)® + -+ (=1)™*1"C,,,_; (cos @)@ D(sena)?™ 1 e
m
cos(na) = Z "C,y (cos )" 2k (—1)*(sena)?F =
k=0

="C, (cos a)*(sena)® — "C, (cos )" ?(sena)? + -+ + (—1)™"C,,, (cos @) ?"(sen a)?™.

2 Isaac Newton (1643-1727), matematico e fisico inglés que se notabilizou pela descoberta da lei da gravitagdo universal,
tendo dado um importante contributo no desenvolvimento do calculo infinitesimal. A designacéo de Binémio de Newton
atribuida a formula relativa ao desenvolvimento da n-ésima poténcia de (a + b) surge como homenagem por todo o
trabalho desenvolvido neste &mbito.
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Como n = 2m ento 2m — 1 =n—1em = - Pelo que

n
sen(na) = "C, (cos )" sena —"C; (cos a)* 3(sena)® + -+ (-1)27'"C,_; (cos a)(sen a)"*

n
cos(na) = "C, (cos a)*(sena)® — "C, (cos a)" *(sena)® + ---+ (—1)2"C, (cos a)°(sen a)"

22 Situacao: Se n é impar. Entdon = 2m + 1,m € N U {0}. Pelo que

m
i sen(na) = iz "Cops1 (cos )"~ KD (1)K (sen a) 2+ =
k=0
= ncl (cos a)n—l sena — "C3 (cos a)n_3(sen a)3 + et (_1)mnC2m+1 (cos a)n—(2m+1) (sen a)2m+1 e

m
cos(na) = Z "C,y (cos )" 2k (—1)*(sen a)?F =
k=0
="C,y (cos ) (sena)® — "C, (cos a)" 2 (sena)? + - + (—1)™"Cy,, (cos @) 2™ (sen a)*™.

Com0n=2m+1enté02m=n—1em=n7_1,peloque

n—1
sen(na) = "C; (cos @) tsena —"C; (cos a)" 3(sena)® + -+ (—1)"2 "C, (cos a)’(sen a)™

n—1
cos(na) = "C, (cos a)*(sena)® —"C, (cos )" *(sena)? + -+ (—1) 2 "C,_; (cos a)(sena)* !

Da andlise das expressdes obtidas, constata-se, no caso do seno, que se n for impar, todos os
expoentes das poténcias de base cos a sdo pares, pelo que recorrendo a formula fundamental da
trigonometria as expressdes podem ser escritas como fungGes polinomiais apenas dependentes de
sen a. Donde resulta que sen(na) pode ser expresso apenas como funcao polinomial de sen(a). Se n
for par, os expoentes das poténcias de base cos a sdo impares, pelo que a expressdo obtida fica
dependente de cos « e de sen a.

No caso do cosseno, tanto para n par como para n impar, 0s expoentes das poténcias de
base sena sdo pares, pelo que cos(na) pode ser escrito como uma fungdo polinomial apenas
dependente de cos a.

Vejamos, a titulo de exemplo, como determinar sen (36°) a partir de alguns valores de
referéncia, recorrendo a identidades trigonométricas relativas a angulos maltiplos.
Sabe-se que 5 x 36° = 180° pelo que sen (180°) = sen (5 X 36°).
Sabe-se que a identidade trigonométrica sen (50) = 5 sen 6 — 20 sen® 6 + 16 sen®@ é valida para
gualquer 8 € R, em particular, para 6 = 36°.
Substituindo na equacéo 6 por 36° tem-se
sen (180°) = 5 sen (36°) — 20 sen® (36°) + 16 sen®(36°).
Considere-se x = sen (36°) entdo obtém-se 16 x> — 20x3 + 5x = 0.
Resolvendo a equacéo, tem-se
16 x> —20x3 +5x=0 © x(16 x* —=20x*>+5)=0=x =0 Vx2 =%.
Como 36° € 12Q tem-se sen (36°) > 0, logo a condi¢do x = 0 é impossivel.

Como 36° < 45° logo sen (36°) < sen (45°) 0 que € equivalente a sen (36°) < ‘/?E

10-2v5 /10 -24/5
sen (36°) = T " :

. Logo
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OBSERVACAO. No primeiro capitulo , recorrendo ao triangulo equilatero e ao quadrado,
determinaram-se as RT dos angulos 30°,60° e 45°. Os valores exatos das RT de 36° podem também
ser determinados recorrendo a um poligono regular, o pentdgono (cf. Anexo I1.5).

mmmm ENCANTO 4... A DESCOBERTA DAS RAIZES

Em 1593, Adriaan Van Roomen??, publicou um tratado que propunha entre outros um problema
muito desafiante: resolver uma equacdo algébrica de grau 45, que escrita na notacdo atual, tem a
seguinte forma: 31

P 45x% +945x% — 1230077 4 111150577 — 740259x7 + 3764565x° — 14945040x
+ 46955700x>% - 117679100x77 + 236030652x> — 378658800x" + 483841800x%' —
488494125x'% + 384942375x)7 - 232676280x'° + 105306075x'® — 34512075x +
7811375x°— 1138500x" + 95634x— 3795x° + 45x = A, sendo

u E_JE_IE_IE
Va1 Vie V8 Ve

O embaixador da Holanda na corte do rei Henrique IV, rei de Francga, afirmou que a Franga ndo
tinha nenhum matematico capaz de resolver o problema proposto por Roomen. Mas eis que surge
Francois Viete! Apresentamos, de seguida, 0 modo como Viete, recorrendo a processos algébricos,
determinou as soluc@es da equacdo de Van Roomen. 31

Considere-se A = 2 sen (450).

Sabe-se que sen (3a) = 3 sen a — 4 sen3a é valida para qualquer a € R.
Se a = 156 obtém-se sen (450) = 3 sen (150) — 4 sen3(156).
Considere-se y = 2 sen (156) entéo

2sen(450)=3y— y o A=3y— y3. €))
Se a = 56 obtém-se sen (150) = 3 sen (50) — 4 sen3(56).
Considere-se z = 2 sen (56) entdo 2 sen (150) =3z— z3 & y =3z — 23, 2
Sabe-se que
1 5 5

sen (50) = 5sen 6 — 20 sen30 + 16 sen®0 < sen®0 = Tesen (56) — Tg sen 0+ ) sen36.
Considere-se x = 2sen @ entio — x5 = —z—— x +— x3 & x5 —5x3+ 5x = z. 3)

32 3277 32 32

Substituindo (3) em (2) e (2) em (1) obtém-se
A=3y—y3=3@Bz—-2z3)- 3z-2%3=
=3B (x>—5x34+5x)— ( x°=5x3+5x)3) — (3(x®>—5x3+5x)— (x°—5x3+5x)3%)3
= x*> — 45x*3 + 945x*! — 12300x3° + --- + 95634x° — 3795x3 + 45x.
Desta forma, Viéete decompds a equacao inicial de grau 45 em trés equacdes mais simples:
duas de grau 3 e uma de grau 5. Observe-se que 45 = 3 X 3 X 5.

As solugdes da equagdo sdo: xj, = 2 sen (9 + Zf—:) Lk €{0,1,2,...,44}. EEEE

Vejamos, agora, 0 que acontece com as identidades trigonométricas da tangente de angulos
multiplos. Recorrendo as formulas da tangente da soma de dois angulos, aplicando um processo de
recorréncia, obtém-se as seguintes identidades trigonométricas relativas a tangente de angulos
mualtiplos de a em fungdo de tg a:

22 Adriaan Van Roomen (1561 - 1615), professor de matematica e de medicina belga, publicou um trabalho intitulado Ideae
Mathematicae. Reconhecido pelo trabalho em questdes da época: o calculo do nimero 7, quadratura do circulo,... .
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2tga
EAC A gy

3tga— tgda
tg(3a) = 1-3tg%a

dtga—4tgda
tg(4a) =
gt4a) 1-6tg?a+1tgta

Por recorréncia, obtém-se a identidade trigonométrica relativa a tg (na), fazendo
tgna) =tg(a+ (n—1)a), vneN.
Observe-se que a tg (na) pode obter-se por recorréncia apenas a partir de tg ((n — 1)a).

mmmm ENCANTO 5... UM CASAMENTO PERFEITO

Um dos padrdes de nimeros mais estudados e fascinantes da matematica € o Tridngulo de
Pascal?, cujas propriedades e aplicacdes tém encantado geracdes de matematicos. Como disse Martin
Gardner?*, “o padrdo ¢ tdo simples que uma crianga de 10 anos 0 consegue escrever, no entanto,
contém tantas ligagcGes com tantos aspectos aparentemente ndo relacionados com a Matematica, que é
seguramente uma das mais elegantes constru¢cdes Matematicas”.

As identidades trigonométricas podem ser usadas para simplificar expressdes envolvendo raz6es
trigonométricas, como vimos anteriormente. Sabe-se que o Triangulo de Pascal é um arranjo triangular
de coeficientes binomiais. Serad possivel casar estes dois elementos? De facto, é possivel, e de uma
forma totalmente inesperada.

Na tabela que se segue (cf. Tabela 3.4) exemplificam-se algumas das identidades trigonométrica
relativas a tg(na) e apresenta-se um Triangulo de Pascal® (ou Triangulo de Tartaglia).

Os valores de tg(k a), k € N, podem ser escritos como 0 quociente de soma de poténcias de
tg a multiplicadas por nimeros inteiros. Um olhar atento dessas formulas permite descobrir padrdes.

Em primeiro lugar, é possivel observar o comportamento dos expoentes das poténcias de tg a.
No numerador, 0s expoentes sdo numeros impares consecutivos que aparecem de acordo com a
seguinte sucessao

(1), (1), (1,3) (1,3), (1,3,5), (1,3,5), (1,3,5,7), ...
e no denominador, observa-se a sucessdo que se segue, envolvendo apenas numeros pares
consecutivos e 0 zero
(0),(0,2), (0,2), (0,2,4), (0,2,4), (0,2,4,6), (0,2,4,6), (0,2,4,6,8), ...

Relativamente ao sinal dos coeficientes das poténcias, constata-se que no numerador e no
denominador h4 uma alternéncia de " + " e "-", sendo o primeiro coeficiente sempre positivo. E 0s
coeficientes, que padrao escondem? Observe-se a formula da tg(7a),
7tga—35 tg3 a+21 1:g5 a—1 tg7 a

1-21tg? d+35‘tg4 a—7tg%a

Seguindo o padrao “em zigue-zague” indicado pelas setas (comegando no denominador), surge
a seguinte sequéncia de nimeros: (1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1), que corresponde exatamente a 72 linha do
Triangulo de Pascal (n = 7). E facil ver que o mesmo acontece com qualquer uma das outras
identidades, seguindo o mesmo procedimento em “zigue-zague”.

tg(7a) =

23 Blaise Pascal (1623 — 1962), fisico, matematico, filésofo moralista e tedlogo francés.

24 Martin Gardner (1914 — 2010), matematico e escritor americano especializado em matematica recreativa. Tornou-se
popular pela sua coluna de jogos matematicos na revista Scientific American.

%5 O Triangulo de Pascal é um triangulo aritmético formado por nimeros que se relacionam entre si. Muitas das relagdes
numéricas que se podem obter foram descobertas por Blaise Pascal (1623 — 1662) e por Tartaglia (1500-1557).
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Tabela 3.4 —Identidades trigonométricas tg(na) e Triangulo de Pascal

tg(na) Triangulo de Pascal
n em funcéo de tg a (Primeiras oito linhas)
1
1 tga= =22 11
2 tg(2a) = % 121
_ 3
3 tg(3a) = % 13 31
_ Atga—4tgia
4 tg(4a)——1_6tg2a+1tg4a 1 46 41
_ Stga-10tgla+itg®a
5 tg(5a) = > o 151010 5 1
_ 6tga-20tgia+6tgia
6 tg(60) = oo 16152015 6 1
— 3 5 _ 7
7 tg(Ta) = [tge3btoTaviltgiazllg a 172135352171

1-21tg?2 a+35tgta-7tgba

Porque serd que isto acontece? Como surgem os coeficientes associados a expressao
trigonométrica tg (na)?
Sabe-se que se n é par entdo
-3 n
sen(na) = "C, (cos )" ' sena — "C; (cos a)n (sena)® + -+ (-1)27'"C,_, (cos a)(sen )"
-2 n
cos(na) = "C, (cos a)"(sena)® — "C, (cos a)n (sena@)? + -+ (-1)2"C,, (cos @) (sen a)"
pelo que

n
"¢, (cos @)™ (sen a)="C;y (cos @) 3(sen a)3+-+(—1)2 71 C,_, (cos a)(sen a)*?

tg(ha) = 1)

n
"¢y (cosa)(sen a)?-"C, (cos a)~2(sen a)?+-+(—1)2 "C, (cos @)°(sen a)™

Se n é impar tem-se
-3 n-1
sen(na) = "C, (cos )" ' sena — "C; (cos @) (sena)®+ -+ (=1) 2 "c, (cos @)’ (sen a)"

—2 n—1
cos(na) = "C, (cos a)"(sena)® — "C, (cos a)n (sena@)® + -+ (=1) 2 'C,_; (cos a)(sen a)"
pelo que

tg(na) = "c, (cosa)r (sena)-"C; (cosa) 3 (sen a)3+~--+(—fn(3n (cos a)?(sen a)™ . @)
"¢y (cos @) (sena)0-"C, (cosa)=2(sen a)?+--+(—-1) 2 "C,_, (cosa)(sena)™1
De (1) e de (2), dividindo, por (cos a)™, o numerador e o denominador, obtém-se

se n for par,

n
"Cy tga="Cy (g @)’ + = H (=120, (tg )™

tg(na) = n
"Co (tg @)°® —"C, (tg @) + - +(—1)2"C, (tg )™
e sen forimpar,
"y tga="Cy (tga)+ -t (<1)'7 "Gy (tg )"
tg(na) = 1 .
"Co (tg@)° = "G, (tg@)? + - +(=1) 2 (g (Bg )™t
Constata-se, assim, que o “zigue-zague” termina no numerador se n € impar e no denominador se
n é par (no caso de n ser par, o denominador tem mais uma parcela do que o numerador).
Relativamente aos coeficientes, em ambos 0s casos, obtém-se a sequéncia
"Co,"Cy ,Cy e, Cpy , "Crq , Cyy

em “zigue-zague” que corresponde a n-ésima linha do Tridngulo de Pascal. EEEN
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CAPITULO4 FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Neste capitulo analisamos as chamadas func@es trigonomeétricas, que pela sua periodicidade
constituem ferramentas essenciais na constru¢cdo de modelos que correspondem a fendmenos
periodicos.

4.1. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Comecemos por introduzir alguns resultados relativos & periodicidade de funcoes.

DEFINICAO 4.1 Dado um nimero real P > 0, uma funcdo f designa-se por periodica de periodo
P ou P-periodica se, paratodoo x € Dy e x + P € Dy, f(x + P) = f(x).

Observe-se que se uma funcdo é periddica de periodo P > 0, entdo também é periddica de
periodo 2P. Tem-se que, paratodo o x, x + P,x + 2P € Dy,
fx+2P)=f(x+P)+P)=f(x+P)=f(x).

De forma analoga, é possivel mostrar que também 3P, 4P,..., kP, com k € N sdo periodos de f.
Desta analise resulta a seguinte definicao:

DEFINICAO 4.2 Se uma funcdo f for periodica de periodo P > 0 e ndo houver nenhum nimero
positivo P, menor que P tal que a funcdo seja periodica de periodo Py, designa-se por P 0 periodo
positivo minimo ou periodo fundamental de f.

Apresentamos, em seguida, parte da representacdo grafica de exemplos de funcbes periddicas
(cf. Figura 4.1).

,___—
——
b s o

I —

Figura 4.1 — Funcdes periddicas

Observa-se em todas as fungdes uma repeticao dos valores da variavel dependente em intervalos
de igual amplitude da variavel independente; no primeiro caso, a funcdo repete-se a cada duas
unidades, no segundo caso, de 2w em 27 unidades e no terceiro, a cada 4 unidades.

Existem inimeros exemplos de funcdes periodicas, neste capitulo debrucamo-nos sobre um
caso particular, as funcGes trigonométricas.

Em capitulos anteriores (cf. Capitulo 2), introduzimos uma nova medida de amplitude de
angulo, o radiano, que permitiu definir o seno, cosseno e tangente de qualquer nimero real. Vimos
que, dado um x € R podemos identificar o seno de x (cosseno de x ou tangente de x) como 0 seno
(cosseno ou tangente) de um angulo generalizado de amplitude x , em radianos. Donde resulta que a
cada valor de x corresponde um e um sé valor para seno de x (cosseno de x e tangente de x), ou seja,
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de amplitude dos angulos (radianos) e o
conjunto dos nimeros reais. Podemos, assim, considerar as raz6es trigonométricas como funcdes reais
de variavel real. Estas fungdes designam-se por fungdes trigonométricas?.

Observe-se que as funcBes trigonométricas apresentam um cardcter periddico dado que no
circulo trigonométrico, todos os angulos de amplitude x + 2km, k € Z, tém em comum os lados
origem e extremidade. Tem-se que os valores das razdes trigonométricas se repetem de 2 em 2.

26 Até Leonhard Euler (1707 - 1783) as razdes trigonométricas eram consideradas essencialmente comprimentos de linhas
ligadas a triangulos retangulos ou ao circulo trigonométrico. Euler foi o primeiro a considerar o seno, o cosseno, a tangente
e as outras razdes trigonométricas como fungdes.
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Analisemos com um pouco mais de pormenor algumas propriedades das funcGes
trigonométricas: seno, cosseno e tangente.

4.1.1. FUNCAO SENO
DEFINICAO 4.3 Designa-se por funcdo seno, e representa-se abreviadamente por sen ou sin , a

funcdo real de varidvel real que a cada x € R faz corresponder o seno de um angulo generalizado de
amplitude igual a x radianos.
senx )

Figura 4.2 — Representagdo grafica da funcdo f(x) = sen x

W
=)
lvllw
=
|
=

x-li—_
3
I, "\
—_—
B|—
El
=
ol
=
[8v)
=

Na figura anterior, apresenta-se a representacdo grafica da fungdo y = sen x (cf. Figura 4.2). A
curva correspondente a representacao grafica desta funcao é designada por sinusoide.

Da andlise da representagdo grafica e recorrendo ao circulo trigonométrico, resultam os
seguintes teoremas relativos a fungéo seno.

TEOREMA 4.1 O dominio da funcdo seno é R e o contradominio é [—1,1].

Demonstragdo. O dominio da fungdo seno é R, dado que existe seno de qualquer angulo generalizado

de amplitude x, sendo x qualgquer nimero real. Como vimos anteriormente (cf. Capitulo 2), —-1<
sen x < 1, para qualquer angulo generalizado de amplitude x e para cada y € [—1,1] existe x tal que
y = sen x pelo que o contradominio da funcdo seno é [—1,1] . [

TEOREMA 4.2 O periodo fundamental da fungdo seno é P = 2m.

Como ja vimos, sen a = sen (a + 2m) = sen (a + 2km), k € Z. O que significa que de 2w em 27 0
valores da fungdo seno se repetem. Logo a funcdo seno é 2 —periddica.

TEOREMA 4.3 Os zeros da fungdo seno sdo os nimeros km, k € Z, ou Seja,
senx =0 x =kn,Vk e Z.

Observe-se que 0s angulos cujo seno é igual a zero tém o lado extremidade sobre o eixo Ox.
Pelo que a fungdo tem uma infinidade de zeros, por exemplo, 0, 7, 2, 3.
TEOREMA 4.4 A funcdo seno admite mé&ximo 1 nos pontos de abcissa§+ 2km, k € Z e minimo

—1 nos pontos de abcissa 32—” + 2km, k € Z.

OBSERVAGCAO. No circulo trigonométrico, os angulos cujo seno é 1 tém o lado extremidade
coincidente com o semieixo positivo Oy, pelo que senx =1 < x = g+ 2km, k € Z. Os angulos

cujo seno é —1 tém o lado extremidade coincidente com o semieixo negativo Oy, pelo que
senx=-1x= 32—"+2k1r,kEZ.

TEOREMA 4.5 A fungdo seno € impar, isto é, sen (—x) = —senx, Vx € R.

Demonstracdo. Como vimos anteriormente, os senos de angulos generalizados simétricos sdo
simétricos, pelo que sen (—x) = —sen x. [ ]

O gréfico da funcdo seno é simétrico em relacéo a origem do referencial.
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4.1.2. FUNCAO COSSENO

DEFINICAO 4.4 Designa-se por funcio cosseno, e representa-se abreviadamente por cos, a funcéo
real de variavel real que a cada x € R faz corresponder o cosseno de um angulo generalizado de
amplitude igual a x radianos.

A curva correspondente a representacdo grafica da funcdo cosseno é uma sinusoide com o
mesmo formato de y = sen x embora desfasada segundo o eixo horizontal. Na figura seguinte
apresenta-se a representacao grafica da funcdo y = cos x (cf. Figura 4.3).

cos(x
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Figura 4.3 — Representacdo grafica da funcédo f(x) = cos x

TEOREMA 4.6 O dominio da funcdo cosseno é R e o contradominio é [—1,1].

Demonstracdo. O dominio da funcdo cosseno é R, dado que existe cosseno de qualquer angulo

generalizado de amplitude x, sendo x qualgquer nimero real. Como vimos anteriormente,

—1 < cos x < 1, para qualquer angulo generalizado de amplitude x e para cada y € [—1,1] existe x

tal que y = cos x, pelo que o contradominio da funcao cosseno é [—1,1]. ]
A semelhanca da funcdo seno, também a funcao cosseno é uma funcéo periddica e tem-se:

TEOREMA 4.7 O periodo fundamental da fungdo cosseno é P = 2.
Como ja vimos, cos @ = cos (a + 2m) = cos (a + 2km), k € Z.

TEOREMA 4.8 Os zeros da fungdo cosseno sao 0s nimeros % + km, k € Z, ou sgja,

T
cosx=0<=>x=§+kn,VkeZ.

Relativamente aos zeros da funcdo cosseno, observe-se que os angulos cujo cosseno é igual a

zero tém o lado extremidade sobre o eixo Oy. Pelo que a funcdo tem uma infinidade de zeros, por

m 3w 5m 7m
exemplo, =, —, —,—.
2° 2 2 2

Relativamente aos extremos, constata-se que:

TEOREMA 4.9 A fungéo cosseno admite maximo 1 nos pontos de abcissa 2k, k € Z e minimo —1
nos pontos de abcissa w + 2km, k € Z.

OBSERVAGCAO. No circulo trigonométrico, os angulos cujo cosseno é 1 tém o lado extremidade
coincidente com o semieixo positivo Ox, pelo que cos x =1 < x = 2km, k € Z. Os angulos cujo
cosseno é —1 tém o lado extremidade coincidente com o semieixo negativo Ox, pelo que
cosx=—-1<x= n+2kn k €Z.

TEOREMA 4.10 A funcéo cosseno é par, isto é, cos (—x) = cos x, Vx € R.

Demonstracdo. Como vimos anteriormente, os cossenos de angulos generalizados simétricos sdo
iguais, pelo que cos (—x) = cos x. ]

O grafico da funcédo cosseno é simétrico em relacéo ao eixo Oy.
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4.1.3. FUNCAO TANGENTE

DEFINICAO 4.5 Designa-se por funcdo tangente, e representa-se abreviadamente por tg ou tan, a
fungdo real de varidvel real que a cada x € R\ {% + km, k € Z} faz corresponder a tangente de um
angulo generalizado de amplitude igual a x radianos.

Na figura seguinte, apresenta-se a representacao grafica da funcéo y = tg x (cf. Figura 4.4).

Figura 4.4 — Representacdo grafica da funcéo f(x) = tg x

TEOREMA 4.11 O dominio da funcéo tangente € R\ {g + km, k € Z} e o contradominio é R.

Demonstragdo. O dominio da funcdo tangente é R\ {% + km, k € Z}, dado que os angulos que tém o

lado extremidade no eixo Oy ndo tém tangente definida. Como vimos anteriormente, tg x pode
assumir qualquer valor real. [

Contrariamente ao que acontece com as funcbes seno e cosseno, a funcdo tangente ndo tem
maximo nem minimo absolutos.

TEOREMA 4.12 O periodo fundamental da fungéo tangente é P = m.
Como jadvimos, tga = tg (a + ) = tg (a + km), k € Z.

Observe-se que o grafico da funcéo interseta o eixo das abcissas infinitas vezes, pelo que a
funcdo admite, no seu dominio, uma infinidade de zeros.

TEOREMA 4.13 Os zeros da funcéo tangente sdo os nimeros km, k € Z, ou seja,
[
tgx =0 x=kn,keZ Vxe R\{E+kn,k € Z}.
Atendendo a que angulos simétricos tém tangentes simétricas, tem-se que:
TEOREMA 4.14 A funcdo tangente é impar, , isto é, tg (—x) = —tg x,Vx € R\ {% + km,k € Z}.

O grafico da fungdo tangente é simétrico em relacéo a origem do referencial.
mmmm ENCANTO6 ... SOB UM OLHAR TELESCOPICO

O célculo de areas ndo levanta problemas quando associado a figuras planas delimitadas por
linhas poligonais ou quando envolve, direta ou indiretamente, areas de circulos. Mas como calcular a
area de uma regido do plano delimitada por uma curva genérica?

Neste encanto pretendemos determinar a area compreendida entre a curva da funcéo seno e o
eixo Ox, no intervalo [0,7] (cf. Figura 4.5). Vejamos como obter este surpreendente resultado
recorrendo ao seno de angulos multiplos de um dado angulo.
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A figura ilustra uma regido delimitada por uma curva
que representa o grafico da funcédo seno no intervalo [0,7] e
pelo eixo Ox (dito de um modo mais informal, a area abaixo Area =?
do gréafico do seno), que designaremos por S. Pode-se tentar T+ .
obter valor da area S, por aproximacéo, recorrendo a areas de Figura 4.5 - Grafico de sen x em [0, 7]
poligonos conhecidos. A titulo de exemplo, considere-se a
area delimitada por dois poligonos: um retangulo [ABCD], | _____ . ___________ 2
circunscrito a S, e um tridngulo [ABE], inscrito em S, como b S
ilustra a figura (cf. Figura 4.6)

No primeiro caso, a aproximagao obtida para a area da /- AN
regido serd maior que o seu valor exato e, no segundo caso, a Ao
respetiva aproximagdo sera menor. Observe-se que a medida _ o L
do comprimento da base dos dois poligonos é igual a medida Figura 4.6 - Grafico de sen x delimitado

por um retangulo e um tridngulo
da amplitude do intervalo onde a curva esta definida e que a
medida da altura é igual ao valor méximo da funcao.

Tem-se que

=

X1
A[ABCD]:T’-X1:T[ e A[ABE]:T[TZS-

Donde se conclui que o valor exato da area de S esta compreendido entre os dois valores obtidos, ou
- Vi
seja, - <S<m.

Mas esta ndo € concerteza a melhor limitacdo para o valor da area pretendida. Analisemos um
outro processo de aproximagdo que tem por base o método utilizado por Arquimedes para determinar
a area de um circulo? e que consiste em aproximar a regido S utilizando retangulos incritos ou
circunscritos a figura e, de seguida, calcular a soma das areas desses retangulos (cf. Figura 4.7).

! 1
0.5 0

0
0 iz n |0 w2 m

Figura 4.7 — Aproximagdes (por defeito e por excesso) da area S

A figura pretende ilustrar aproximagdes (uma por defeito e outra por excesso) da area limitada
pelo grafico do seno e pelo eixo Ox. Observe-se que a medida que aumentamos o nimero de
retangulos considerados, a soma das areas converge para a area da figura desejada (aproxima-se cada
vez mais da regido pretendida). No caso dos retdngulos serem circunscritos a regido, a aproximacgao
obtida para a area da regido é maior que o seu valor exato, no caso dos retangulos inscritos, a respetiva
aproximacao é menor. Mais uma vez, o valor exato da area de S estd compreendido entre os dois
valores obtidos, como é dbvio.

Retomando o objetivo deste encanto, vamos escolher estrategicamente um conjunto de
retangulos cuja soma se aproxima, no limite, da area da figura desejada.

27 Arquimedes (287 a.C — 212 a.C), matematico, fisico e astrénomo grego aplicou o método da exaustéo para determinar a
area de um circulo. Este método consiste em inscrever numa figura uma sequéncia de poligonos cuja soma das respetivas
areas converge para a area da figura desejada. Arquimedes dividiu o circulo em setores muito pequenos, de tal modo que se
admita que cada um deles pudesse ser considerado um triangulo, donde resultou a igualdade entre a area do circulo e a soma
das areas desses triangulos.
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Considere-se a divisdo do intervalo de 0 a w emn

L . . y
partes iguais (cf. Figura 4.8) tais que

-0 _m _2m _ (n-Dm _ 1T
Xg = ,xl—;,xz—x,...,xn_l— n y Xn = 1L

Para cada x; , com ie{1,..,n— 1}, considere-se 0
retangulo de base [x;, x;,,;] € de medida de altura — ———1 »
X Xp X3 X Xg Xg Xq Y
A T
sen (x;). Observe-se que cada retangulo tem de base —e

de altura sen (%) sendo ie{1,...n — 1}. Figura 4.8 — Aproximagéo de S
A medida que n aumenta, aumenta 0 nimero de retangulos e diminui o comprimento da
respetiva base pelo que a soma das areas dos retangulos se aproxima de S. Assim,

5= Lson (£) ¢ Faen () + -+ Zoen (055) = s (EJoen () - sem (252,
Designe-se por S,, a expressao do lado direito.

Considere-se 0 seguinte resultado relativo a soma de senos de angulos multiplos de um dado
angulo cuja demonstracdo se encontra em anexo (cf. Anexo I11.1):

son () sn (22)

TEOREMA 4.15. senx + sen (2x) + -+ + sen (nx) =

Aplicando o teorema anterior e substituindo x por % obtém-se

nm n-1m T n-1\m T T
nm n-im sen (—) sen ((—)—) (___)
sen (37)sen ("7 1) w sen (5 2 )n sen (30

sen (l) T n sen (L) sen (L) '
2n 2n 2n

T
Como sen (E - a) =cosaentdo S, = - - = 2 cos (l) 2
2 n sen (—n) 2n/ sen (—)

T Vs
S == = -
L ) n

senx

Quando n tende para +oo, % tende para zero. Como cos 0 =1 e lim = 1 (cf. Capitulo 6) entdo

X—0
S=1lim§, =2x1x1=2.
Concluimos, assim, que a area compreendida entre a curva da fungéo seno e o eixo Ox, no intervalo
[0,7] é 2.

EEEE

4.2. TRANSFORMAGCOES DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Na seccdo anterior analisamos algumas das propriedades das funcfes trigonomeétricas: seno,
cosseno e tangente. Nesta seccdo vamos relacionar propriedades geométricas dos gréficos das funcoes
Seno e cosseno com, respetivamente, a familia de funcOes
y=asen(bx+c)+d e y=acos(bx+c)+d coma,b,c,d € Ra+0,b+#0,x€ER.

Estas fungfes designam-se, habitualmente, por fungdes sinusoidais.

Considere-se a familia de fungbes y = asen (bx+c)+d, a,b,c,d € R,a # 0. Vamos
analisar o seu comportamento tendo em conta a variagdo de cada um dos pardmetros a, b, ce d.
Considerem-se as seguintes cinco situacgdes:

1. y=sen(x+c)

2. y =sen (bx)

3. y=sen(bx+c)
4. y=asenx

5. y=senx+d.
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Observe-se que os graficos das fungbes acima referidas correspondem a transformacdes
geométricas no plano do gréficode y = sen x .

Considere-se a fungdo f(x) = sen x .
12 Situacdo: Considere-se a familia de funcdes g(x) = sen (x + ¢).
Tem-seque a = 1,b = 1, c arbitrarioe d = 0.
Para melhor compreender o efeito do parametro ¢ no gréafico da funcdo g podemos visualizar as
representacdes gréaficas de algumas funcbes dessa familia, atribuindo a c diferentes valores. Por
exemplo, se ¢ = —% esec = gtem—se, respetivamente, as fungdes

g1(x) = sen (x - %) e g,(x) = sen (x + g)
cuja representacdo grafica se observa na figura seguinte (cf. Figura 4.9).
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Figura 4.9 — Representacéo grafica das funcdes f(x) = sen x, g,(x) = sen (x - Z) e g,(x) = sen (x + g)

Observe-se que, no primeiro caso, o grafico resulta da aplicacdo ao grafico de f de uma
~ — (T ~ —_ [
translacéo segundo o vetor u (Z’ 0) e, no segundo caso, de uma translagdo segundo o vetor u (— 3 0).

Assim, o contradominio e a periodicidade de g, e de g, mantém-se iguais aos da funcéo f, mas os
zeros ndo s&o os mesmos dos zeros de f.

OBSERVACAO. No caso particular de ¢ = — tem-se g(x) = sen (x - g) = cos x pelo que se
conclui, como vimos anteriormente, que o grafico de y = cos x resulta da aplicacdo ao gréfico de
~ — (T
y = sen x de uma translagéo segundo o vetor u (5, 0).
Podemos, assim, concluir que:

O gréfico da fungdo y = sen (x + c¢) obtém-se a partir do grafico da funcéo y = sen x atraves de
uma translacéo segundo o vetor u(—c, 0); se ¢ > 0, hd uma deslocagdo para a esquerda e se ¢ < 0
h& uma deslocacéo para a direita. A constante ¢ designa-se por fase da fungéo.

22 Situacdo: Considere-se a familia de fungdes g(x) = sen (bx).

Tem-sea=1,b #0,c=0ed =0.

Vamos atribuir valores ao parametro b e estudar o comportamento da funcdo obtida. Suponhamos, em
primeiro lugar, b > 1 e em segundo, 0 < b < 1.Noscasosb =2eb = % tem-se, respetivamente, as

fungdes g,(x) = sen (2x) e g,(x) = sen Gx) cuja representacdo gréfica se ilustra na figura
seguinte (cf. Figura 4.10).
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Figura 4.10 — Representacéo grafica das fungdes f (x) = sen x , g;(x) = sen (2x) e g,(x) = sen (% x)

49




TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

Da analise gréafica observa-se que, em ambos o0s casos, 0 contradominio se mantém, mas que ha
alteracdo da periodicidade das funcdes. Note-se que o periodo de y = sen x é 2m pelo que um ciclo de
y = sen (2x) comeca em x = 0 e 0s valores voltam a repetir-se quando 2x = 2m, ou seja, quando
x = 1. De facto, por observacdo grafica constata-se que a funcdo y = sen (2x) assume, no intervalo
[0,7], os mesmos valores que a funcdo y = sen x no intervalo [0,2 7] pelo que se conclui que o

L - ~ ~ . 1
gréafico da funcdo sofre uma compressao horizontal de fator >

1 ~ 1 .
Seb= S a funcdo y = sen (Ex) assume, no intervalo [0,4m], os mesmos valores que a

funcdo y = sen x no intervalo [0,2 7], sendo que o grafico sofre uma dilatacdo horizontal de fator 2.
Podemos, assim, concluir que:

O gréfico da fungdo y = sen (bx) obtém-se a partir do grafico da funcdo f(x) = sen x através,
respetivamente, de uma compressao horizontal de fator%, se b > 1, e de uma dilatacdo horizontal

de fator%, se0<b<1.

Se b < 0, como a fungdo seno é impar, tem-se sen (bx) = — sen (—bx), logo o grafico de y =
sen (bx) obtém-se a partir do gréafico de f através de uma compressao horizontal de fator |%|
seguida de uma reflexd@o segundo o eixo Ox, se b < —1; e através de uma dilatacdo horizontal de
fator |%| seguida de uma reflexao segundo o eixo Ox, se —1 < b < 0.

Caso b = —1, tem-se g(x) = —sen x cujo grafico se obtém a partir do grafico de y = sen x através
de uma reflexdo segundo o eixo Ox.
A constante b designa-se por pulsacéo da fungéo.

32 Situacédo: Considere-se a familia de funcBes g(x) = sen (bx + c).

Tem-se a = 1,b # 0, c arbitrario e d = 0.0Observe-se que g(x) = sen (bx + ¢) = sen (b (x + g))
De acordo com o estudado anteriormente, conclui-se que o grafico da funcdo y = sen (bx + ¢) se
obtém a partir do gréfico da funcdo y = sen x através, respetivamente, de
e uma translacdo segundo o vetor u (— %, 0) seguida de uma compressao horizontal de fator %,
seb>1;
e uma translagéo segundo o vetor (—%, 0) seguida de uma dilatagéo horizontal de fator 1/b,

se0<b<1;
e umatranslacéo e de uma compressao/dilatacao, seguidas de uma reflexdo segundo o eixo Ox,
seb <O0.
Os casos b = 1 ou ¢ = 0 correspondem a situagdes estudadas anteriormente.

42 Situacdo: Considere-se a familia de fungdes g(x) = a sen x.

Considere-sea # 0,b = 1,c = 0,d = 0.
Vamos atribuir dois valores ao parametro a e estudar o comportamento da funcéo obtida.
Suponhamos, em primeiro lugar, que a > 1, por exemplo, a = 3; e, em segundo lugar, que 0 < a < 1.
Tem-se, respetivamente, g,(x) =3 senxe g,(x) = % sen x (cf. Figura 4.11).

Da analise da representacdo gréfica das funcdes f e g, observa-se que o gréfico da fungdo y =
a sen x obtém-se a partir do grafico de y = sen x por uma dilatagdo vertical de fator 3, ou seja, 0s
valores da variavel dependente passam a variar entre -3 e 3 (em torno do eixo Ox). Embora haja
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alteracdo no contradominio da funcdo, as funcdes tém mesmos zeros e atingem os respetivos valores
maximos e minimos para 0s mesmos valores de x.

Figura 4.11 — Representacéo grafica das funcoes f(x) = sen x, g;(x) = 3senx e g,(x) = é sen x

Analisemos, agora, a representacdo grafica das fungdes f e g, . Neste caso, constata-se que 0
grafico da funcdo y = a sen x se obtém do grafico de y = sen x por uma compressao vertical de fator

1 . - . 1 1 .
3+ OU seja, que 0s valores da varidvel dependente passam a variar entre -3€3 (em torno do eixo Ox).

Analogamente ao caso anterior, o contradominio da funcéo altera-se, mas as fungdes tém os mesmos
zeros e atingem os respetivos valores maximos e minimos para 0s mesmos valores de x.
Podemos, assim, concluir que:

O gréafico da funcdo y = a sen x obtém-se a partir do grafico da funcdo f(x) = sen x através,
respetivamente, de uma dilatacdo vertical de fator a, se a > 1; e de uma compressdo vertical de
fatora,se0 < a < 1.

Sea < 0, tem-se que a sen x = —a sen (x + ), logo o gréfico de y = a sen x obtém-se a partir do
grafico de f(x) = sen x através de uma translacdo segundo o vetor u(—m,0) seguida de uma
dilatacdo vertical de fator |a|, se a < —1; e de uma translagéo segundo o vetor u(—, 0) seguida de
uma compressao vertical de fator |a] ,se —1 < a < 0.

Se a = —1, tem-se sen (x + m) = —sen x, logo conclui-se que o gréfico da funcdo se obtém a partir
do gréafico de f(x) = sen x através de uma translacao segundo o vetor u(—, 0).

A constante |a| designa a amplitude da fungéo.

58 Situacdo: Considere-se a familia de fungdes g(x) = sen x + d.

Tem-sea =1,b = 1,c = 0 e d arbitrario.
Vamos atribuir valores ao pardmetro d e estudar o comportamento da funcéo obtida. Por exemplo,
parad = 2 e parad = —3 tem-se, respetivamente, as fungdes

g1(x) =senx+2e g,(x) = sen x — 3 cuja representacdo grafica se observa na figura seguinte (cf.
Figura 4.12). 44

senr + 2
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senx — 3
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Figura 4.12 — Representacdo grafica das fungdes f(x) = sen x, g,(x) = senx + 2 e g,(x) = senx — 3
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Observa-se que, no primeiro caso, a funcdo y = sen x sofre uma translacdo segundo o vetor
(0,2) e, no segundo caso, sofre uma translacdo segundo o vetor (0, —3).
Podemos, assim, concluir que:

O grafico da funcdo y = sen (x) + d obtém-se a partir do grafico da fungdo y = sen x através de
uma translacdo segundo o vetor u(0,d); se d > 0, desloca-se na vertical para cima e se d <0,
desloca-se na vertical para baixo.

Um estudo analogo pode ser efetuado para a familia de funcdes y = acos(bx +c) +d se
comegarmos por reescrever esta familia de fungdes em termos y = a’sen (b'x + ¢’) + d. Tem-se que

y=acos(bx+c)+d=asen (bx+c+§)+d=asen(bx+c’)+dcomc’=c+§.

Da analise efetuada, constata-se que o conhecimento de uma dada funcdo sinusoidal permite
descrever as caracteristicas de uma familia de funcdes sinusoidais que se obtém adicionando e/ou
multiplicando uma constante a variavel dependente e/ou a variavel dependente.

4.3. SOMA DE FUNCOES SINUSOIDAIS

Nesta seccdo apresentamos alguns resultados importantes sobre a combinacao linear de funcdes
seno e cosseno com a mesma pulsacdo. Considere-se a familia de fungdes sinusoidais:
y=asen (bx+c),ab,c €R,coma,b>0.

DEFINICAO 4.6 Sejam f e g duas funcdes e a,be R. A funcioy = a f(x) + b g(x) é designada
por combinag&o linear das fungdes f e g.

Comecemos por analisar uma situacdo que envolve combinages lineares dey = senxey =
cos x. Vejamos, a titulo de exemplo, como tragar o gréfico da fungédo

y= %sen X+ ‘/Z—gcos x a partir do grafico da funcéo y = sen x.

3 1 \ gz .~ A
Tem-se que sen (g) = ‘/7— e cos (g) =~ Recorrendo & formula do seno da adigo de dois angulos,
obtém-se

1 NE) T T T
Esenx + 7COS X = coS (5) sen x + sen (E) COS x = sen (x + E)'
Donde se conclui que o gréafico da fungdo y = %Sen x+ gcos x se obtém do grafico de y = senx
através de uma translacéo segundo o vetor u (— g O).
No exemplo anterior, constatdmos que a combinacao linear das fungdes y = senx e y = cos x

resultou numa funcdo sinusoidal da forma y = a sen (x + c¢). Observe-se que as fung¢bes y = sen x,
y =cosxey=asen (x+ c) apresentam todas mesma pulsacédo (b = 1).

Mas serd que o resultado é sempre verdadeiro? O teorema seguinte estabelece um resultado
importante relativo a combinacdo linear de fun¢des sinusoidais com a mesma pulsacao:

TEOREMA 4.15 Considerem-se A4, B, k, @, B €R.

[A] Qualquer combinagdo linear das funcBes f(x) = sen (kx) e g(x) = cos (kx), pode ser escrita
na forma A sen (kx + @) ou B cos (kx + ), Vx e R.

[B] As fungdes f(x) =Asen(kx+a) e g(x)= Bcos (kx+ ), podem ser escritas como
combinacdo linear das fungbes y = sen (kx) e y = cos (kx).
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Demonstracao.
[A] Sejam a, be R e considere-se a combinacdo linear af (x) + bg(x) e vejamos que existem A e «
tais que a sen (kx) + b cos(kx) = A sen (kx + a),Vx e R.

a \2 b \2 . |
Como (m) + (W) =1, existe a € [0,27] tal que

cosa zg gsena = g, comd = va? + b2
Multiplicando e dividindo a expresséo a sen (kx) + b cos(kx) por d obtém-se

a b
d (a sen (kx) + Ecos(kx)) = d(cos a sen (kx) + sen a cos(kx)).
Aplicando a formula do seno da soma de dois angulos obtém-se
a sen (kx) + b cos(kx) = d sen (kx + a) comd =Va? + b?etga = Z.
Tomando A = d = Va? + b? vem
a sen (kx) + b cos(kx) = A sen (kx + a).
Vejamos agora que também se tem a sen (kx) + b cos(kx) = Bcos(kx + 8),Vxe,R comBef a

determinar. Sabe-se que senx = cos (g - x) ,assim

a sen (kx) + b cos(kx) = Asen (kx + a) = A cos ((kx +a)-— g) = A cos (kx + (a — g))
TomandoB =Aef =a — g tem-se a sen (kx) + b cos(kx) = B cos (kx + B). [ ]
[B] Vejamos que existem a, be R tais que A sen (kx + a) = a sen (kx) + b cos(kx),Vx e R.

Pela formula do seno da soma de dois angulos, tem-se
A sen (kx + a) = A(sen(kx) cos a + sen a cos(kx)) = (A cos a)sen (kx) + (Asena) cos(kx) =
= a sen (kx) + b cos(kx) coma = Acosa e b = Asena. 1)

Vejamos, agora, que B cos (kx + B) = a sen (kx) + b cos(kx).

Recorrendo & identidade cos x = sen G —~ x) tem-se

B cos(kx + B) = —B sen ((kx+ﬁ) —g) — —Bsen (kx+ (3—%)) = —Bsen(kx+a), a=f—7.
De (1) vem

B cos(kx + B) = a sen (kx) + b cos(kx), a = —B cos (,8 - g) eb=—Bsen (ﬂ — %) ]

Da demonstracdo do teorema anterior resulta que

a sen (kx) + b cos(kx) = A sen (kx + )

b
com A =+a? + b? e atal que cosa=% esena =-.

Observe-se que com o auxilio de um angulo cuidadosamente escolhido e de uma identidade
trigonométrica é possivel escrever uma combinacgdo linear de funcBes sinusoidais (com a mesma
pulsacdo) como uma funcdo sinusoidal. Este processo designa-se por método do angulo auxiliar.

Vimos que a combinacdo linear de y = sen (kx) ey = cos (kx) é uma funcdo sinusoidal. Mas
sera que a combinacdo linear de duas funcdes sinusoidais arbitrarias é sinusoidal?
Considerem-se, por exemplo, as fung¢des sinusoidais
f(x) =2senx, g(x) =sen (x — g) e h(x) = 3 sen (2x).
Vamos considerar a combinacao linear correspondente & soma de duas das fungdes indicadas. Na
figura seguinte ilustra-se os graficos das fungdes f + g e f + h (cf. Figuras 4.13).
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Observe-se que, no primeiro caso, se adicionaram duas fun¢Ges com a mesma pulsagédo e
obteve-se uma funcdo sinusoidal, enquanto no segundo caso, adicionaram-se duas funcdes com
diferente pulsacdo, e obteve-se uma funcdo periddica mas nao sinusoidal. Analisemos mais
pormenorizadamente a fungdo f + h. Sabe-se que a fungdo seno é 2w —periddica, pelo que
(f +h)(x+2m) =2 sen (x + 2m) + 3 sen (Z(x + 2n)) = 2sen (x + 2m) + 3 sen (2x + 4m)

=2senx+ 3sen (2x) = (f + h)(x).
Logo f + h é periddica de periodo 2.
Por outro lado, tem-se

(f+h)(x) =2senx+ 3sen (2x) =2senx + 6senxcosx = senx (2 + 3 cosx).

Note-se que ndo foi possivel escrever f 4+ h nem na forma A sen (kx + a) nem na forma

a sen (kx) + b cos(kx).
Os teoremas seguintes estabelecem mais dois resultados importantes relativos a combinagao

linear de fungGes sinusoidais com a mesma pulsacdo. A demonstragdo destes teoremas encontra-se em

anexo (cf. Anexo 111.2).

TEOREMA 4.16 Sejam f(x) =a; sen (bx +c¢;) € g(x) = a, sen (bx + c,) duas funcles
sinusoidais com a mesma pulsacdo. Entdo a soma das duas func@es sinusoidais €, ainda, uma funcgao

sinusoidal com a mesma pulsacéo, ou seja,
a; sen (bx + ¢;) + a, sen (bx + ¢;) = a3 sen (bx + c3),VxeR, a;, b, ¢; €R, i € {1,2,3}.

Observe-se que neste teorema as fungdes tém a mesma pulsagdo, mas podem ter diferentes

amplitudes e fases.

TEOREMA 4.17 Uma combinagdo linear de y = sen (bx+c) e de y = cos (bx+c) é uma

combinagdo linear de y = sen (bx) ey = cos (bx), ou seja,
a, sen (bx + ¢) + a, cos (bx + ¢) = a3 sen (bx) + a, cos (bx),VxeR, a;, b, c €R,i € {1,2,3,4}.

Para melhor compreender o teorema anterior, analisemos, a titulo de exemplo, uma combinacéo

linear de y = sen (bx + c¢) e de y = cos (bx + ¢).
Seja f(x) = 3 sen (x + g) + 4 cos (x + g) Tem-se b = 1 e ¢ = =. Recorrendo as formulas

do seno e do cosseno da adi¢do obtém-se
f(x) =3 senxcos (E) + 3 sen (E) cosx + 4 cos x cos (E) — 4sen x sen (E) =
3 3 3 3

1 3 1
=3senx X—=+3 7cosx+4cosx x§—4senxx7—

3 3v3
= (E_ 2\/§) senx + <T+ 2) CoS X.

Donde se conclui que a funcéo f é combinagdo linear de y = sen x e de y = cos x.
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Observe-se que a fungdo f(x) resulta da aplicacdo de uma translagdo segundo o vetor (— g 0)

ao grafico da funcdo g(x) = 3 sen x + 4 cosx. O que significa que se deslocarmos horizontalmente
(para a esquerda ou para a direita) uma funcao sinusoidal, a fungdo mantem a sua pulsacao.

Vejamos, por ultimo, o que podemos afirmar relativamente ao periodo da soma de fungdes
sinusoidais com diferente pulsacdo. O teorema seguinte enuncia uma propriedade relativa a
periodicidade da soma de funcdes sinusoidais:

TEOREMA 4.18 Considerem-se duas fungfes sinusoidais
f(x) =a;sen(byx +c;) e g(x) = a, sen (byx + c3), VxeR, a;, b;, c; €R,a;, b; # 0,i € {1,2}.
Entdo a soma das funcdes f e g € uma funcdo periddica se e SO se % € Q.
2
Demonstracao.

(=) A prova desta implicagdo sera apresentada posteriormente (cf. Anexo IV.1).
() Considere-se b, # b, tal que % € Q.
2

21 21

Ora f e g sdo periddicas e admitem periodo T; = bl eT, = ok respetivamente.
1 2
Tem-se que% = % € Q entdo existem p, g € Z\{0} tais que% = s S qT, = pT;.
1 2 1

SejaT = qT, = pT,. Como f e g admitem periodo T, e T,, respetivamente, entdo também admitem
periodo T. Do teorema 4.16 resulta que a soma de duas fung@es sinusoidais com o mesmo periodo €
uma funcéo sinusoidal com o mesmo periodo, pelo que f + g é T- periddica. ]

O teorema anterior refere-se apenas a periodicidade da soma de duas fungdes sinusoidais, no
entanto, aplicando um processo por recorréncia, pode estudar-se a periodicidade da soma de n fungdes
sinusoidais.

4.4, FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Segue-se o estudo das designadas fungdes trigopnométricas inversas: arco seno, arco cosseno e
arco tangente. Como vimos anteriormente, as fung¢des seno, cosseno e tangente sdo periodicas, pelo
que ndo sdo fungdes injetivas® no seu dominio e, consequentemente, ndo admitem inversa. Contudo,
podemos restringir cada uma das func@es trigonométricas a um conjunto adequado de modo a obter
uma func¢éo injetiva admitindo, portanto, inversa.

441 FUNCAO ARCO-SENO

Considere-se a fungdo seno. Se restringirmos a fungdo seno, por exemplo, aos intervalos,

T T T 3T ~ T ~ e e 29 . .
=55 oul3. 5| obtemos funcdes injetivas (que serdo bijetivas*’ se considerarmos para conjunto

de chegada o contradominio de cada restrigdo) (cf. Figuras 4.14 e 4.15).
1 -

) 1‘ ,/f’\\\\ // \

N N N 0 7
N 0 \ ™ /2 /1o m/2 Y/z
n\\ /2 /o nj2 n\\ 3m/2 \\ //
Figura 4.14 — Representagdo grafica da fungéo Figura 4.15 — Representacdo grafica da funcdo
f(x) = senxem [—g,%] f(x) =senxem E,%ﬂ

28 Um fungdo diz-se injetivaem Aseesose Vx,y e A, x #y = f(x) # f(y).
29 Um fungio diz-se bijetiva de AparaBseesdse Vye B,3'x € 4, f(x) = y.
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Assim, tomando um qualquer intervalo da forma [@,(2";1)”

seno assume uma Unica vez todos os valores do intervalo [—1,1], pelo que a funcdo restricdo

],n € Z, observa-se que 0

considerada é injetiva. Designa-se o intervalo [— %g] por restricdo principal da funcéo seno.
Vejamos entdo como definir a respetiva funcao inversa, tendo por base a restri¢do principal:

DEFINICAO 4.7 Designa-se por funco arco-seno, e representa-se abreviadamente por arcsen, a
funcdo real de variavel real de dominio [—1,1] e conjunto de chegada [—%g] que a cada x € [—1,1]

associa um numero y = arcsen x, que se entende como a amplitude y € [—g%] , em radianos, do

arco cujo seno é x. Tem-se que
YA
arcsenx =y & seny =x,y € BT
OBSERVACAO. A defini¢do anterior é habitualmente tomada como a fungdo inversa no seno.
Contudo, pode considerar-se uma infinidade de restricdes, bastando para tal considerar o seno

(2n;1)ﬂ’@],n € Z (cf. Anexo I11.3).

]ex e[—1,1].

restringido a um intervalo de amplitude m da forma I,, = [
Como consequéncia imediata da definicdo de arco-seno, tem-se o seguinte resultado:

TEOREMA 4.19 Considerem-se a e [— gg] e x €[—1,1]. Tem-se que:

arcsen(sena) = a e sen(arcsenx) = x.

OBSERVAGCAO. Simbolicamente, para qualquer restricio I,, do
seno, denotamos um angulo cujo seno é um dado nimero x por | arcsen
arcsen x ou sen™1x. Apesar das notagGes serem equivalentes, a

segunda é mais usual. E importante sublinhar, que na segunda
1
senx’ _@
2

notacdo, sen1x ndo é o mesmo que (senx)~! =

O gréfico da fungdo arco-seno é a imagem do gréfico da

restricdo da funcdo seno ao intervalo [—gg] pela reflexdo de

eixo de equacdo y = x, como se ilustra na figura ao lado (cf. Figura 4.16 — Representago gréfica da
Figura 4.16). funcio f(x) = arcsen x

4.42 FUNCAO ARCO-COSSENO

Analogamente & funcdo seno, é possivel restringir a funcdo cosseno a conjunto adequado de
modo a obter uma fungéo injetiva, como se pode observar nas figuras seguintes (cf. Figuras 4.17 e
4.18). No caso do cosseno, a restricdo principal é o intervalo [0, r]. Observe-se que quando xe[0, ]
(1° e 2° quadrantes), a funcdo y = cos x assume uma Unica vez todos os valores do intervalo [—1,1].

AT
- At~ s R
- ~ ~ - N P
- e, - N 7 N\ 7z

pad 0 S L N s 0 N\
B 3mre T Rz ) ™ T JECTE] -3mye -m 2 0 LN ™ JELIE
Figura 4. 17 — Representagdo grafica da Figura 4;18 — Representacéo grafica da
fungdo f(x) = cos x em [—2m, —m] funcdo f(x) = cos x em [0, 7]

DEFINICAO 4.9 Designa-se por fungio arco-cosseno, e representa-se abreviadamente por arccos,
a funcéo real de variavel real de dominio [—1,1] e conjunto de chegada [0, ], que a cada x € [—1,1]
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associa um numero y = arccos x, que se entende como a amplitude y € [0, 7], em radianos, do arco
Cujo cosseno é x. Tem-se que
arcosx =y & cosy =x,ye€[0,m] exe[-1,1]

OBSERVACAO. A semelhanga da fungio arco-seno, pode considerar-se uma infinidade de
restricGes, bastando para tal considerar o cosseno restringido a um intervalo de amplitude = da forma
I, = [nm,(n + Dn],n € Z.

Como consequéncia imediata da defini¢cdo de arco-cosseno, tem-se o seguinte resultado:

TEOREMA 4.20 Considerem-se a € [0, 7] e x e[—1,1]. Tem-se que:
arccos(cos a) = a e cos(arccos x) = x

OBSERVACAO. Analogamente ao seno, simbolicamente, \
para qualquer restricdo I,, do cosseno, denotamos um angulo \.
cujo cosseno é um dado nlimero x por arcscos x ou cos ™ *x.

O grafico da funcédo arco-cosseno é a imagem do gréafico \
da restricao da funcédo cosseno ao intervalo [0, 7] pela reflexdo =4 ik
de eixo de equagdo y = x, como ilustra a figura (cf. Figura =

4.19). Figura 4.19 — Representacdo grafica
da fungédo f(x) = arccos x

4.4.3 Funcéo arco-tangente

Na figura seguinte, apresenta-se a representacdo grafica da funcéo tg x. Observe-se que a
funcdo esta definida em R\ {g + km, k € Z} e que n&o € injetiva no respetivo dominio. A semelhanca

das funcdes seno e cosseno, para que admita inversa, torna-se necessario restringir a fungdo a um
intervalo adequado (cf. Figura 4.20). ‘ L e

y

N
N
N R
) a
w i“.
N1b S
bl 4

Figura 4.20 — Representagéo gréafica da funcéo f(x) = tg x em R\ {% +km, k € Z}

Assim, tomando um qualquer intervalo da forma ]—(2";1)",—(2"‘2”1)"

tangente assume uma Unica vez todos os valores reais, pelo que a funcdo restricdo considerada é

[ ,n € 7, observa-se que a

injetiva nesse intervalo. Considera-se a restrigdo principal da tangente o intervalo ]—gg[

DEFINICAO 4.9 Designa-se por funcéo arco-tangente, e representa-se abreviadamente por arctg
ou arctan, a funcdo real de variavel real de dominio R e conjunto de Chegada]—g,g[, gue a cada

- - . T T .
x € R associa um nimero y = arctg x, que se entende como a amplitude y € ]—5,5[ , em radianos,

do arco cuja tangente é x. Tem-se que

T T

—| exelR.

arctgx=y(:>tgy=x,y6]—§,2
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Como consequéncia imediata da defini¢do de arco-tangente, tem-se que:

T

TEOREMA 4.21 Considerem-se « € ]— Eg[ e x € R. Tem-se que:
arctg(tga) = a e tg(arctg x) = x.
O gréfico da fungdo arco-tangente é a imagem do gréfico da restricdo da funcéo tangente ao

intervalo ]— %g[ pela reflexdo de eixo de equacdo y = x, como se ilustra na figura ao lado (cf. Figura
4.21).
OBSERVACAO. Para determinar os valores do arcsen, arcos

e arctg de angulos arbitrarios podemos recorrer & calculadora: A
comecgamos por selecionar o radiano como unidade de medida de

amplitude dos angulos e, de seguida, recorremos as teclas da 7
calculadora sen™!,cos™tetg™ . Os valores obtidos o
correspondem aos valores aproximados das fungdes arcsen, ’/—%/ N =
arcos e arctg . Para as funcBes trigonométricas secante, ad

cossecante e cotangente também é possivel definir a fungdo
inversa, restringindo, mais uma vez, o dominio de forma
adequada. No entanto, como estas fungdes inversas ndo sdo Figura 4.21 - Representacio grafica
usadas com tanta regularidade, as calculadoras ndo apresentam da funco f(x) = arctg x
uma tecla especifica, contrariamente ao que acontece com as

fungdes inversas do seno, do cosseno e da tangente.
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CAPITULO5 EQUACOES TRIGONOMETRICAS

Ao resolver problemas que envolvem funcdes trigonométricas somos, muitas vezes, levados a
resolver equacdes trigonométricas. Neste capitulo apresentamos a sistematizacdo da resolucdo de
algumas equacdes deste tipo.

5.1. Equac0es trigonométricas elementares

Uma equacado trigonométrica é uma equagdo onde a variavel a determinar é o argumento de
uma ou mais fungbes trigonométricas. Neste capitulo analisaremos varios tipos de equagdes (lineares,
quadréticas, ...) e diferentes processos de resolugdo. Em particular, abordaremos equagées do tipo:

2—1senf8 =0 sen?—2senf+1=0 3senf8+4cosf =1.

Para resolver uma equacéo trigonométrica, deve, se possivel, escrever-se as varias expressdes
em funcdo de uma Unica funcdo trigonométrica de um sé angulo, de modo a obter uma ou mais
equacdes do tipo

sena=a OU cosa=b oOU tga=c,coma,b,c €R.
Designaremos equaces desta forma por equacdes trigonométricas elementares.

Nas duas primeiras situacbes, dado que as fungdes trigonométricas seno e cosseno tém
contradominio [—1,1] , as equacgBes sdo possiveis se e sO se a,b € [—1,1]. No caso da equacdo
tg a = c, sendo o contradominio da fungdo tangente R, conclui-se que a mesma tem sempre solucao
qualquer que seja o valor de c.

Vejamos, a titulo de exemplo, como resolver equagdes trigonométricas elementares.

Exemplo 5.1 Como encontrar, em R, as solugdes da equagdo —V3+2sen6 =0?
Comecamos por reduzir a equagéo inicial a uma equacao trigonométrica elementar, obtendo-se
—V/34+2senf =0 < senf =%§.

Como ‘/;e[—l,l] sabemos que existe 6€[0,2m] tal que sen 6 = g Neste caso especifico, sabemos
que em [0,27] existem exatamente dois angulos tais que sen 6 = \/; , tendo-se

T\ _ V3 2w\ V3
sen (5) =3 esen (5) =%

Como a funcéo seno é 2m- periddica, entéo

V3 T 21
sen9=7<:) 9=§+2k7r \Y 9=?+2kn,kEZ.

No exemplo anterior, apds reduzir a equacdo inicial a uma equacdo trigonométrica elementar,
determinaram-se, recorrendo ao circulo trigonométrico, as solucdes da equacdo num intervalo de
comprimento 2. Tendo em conta a periodicidade das fungdes trigonométricas, encontraram-se as
restantes solugdes (infinitas).

OBSERVAGCAO. Como vimos as solucdes da equacdo —v3 + 2 sen 8 = 0 séo:
6 =2+ 2km ou 0 =2+ 2km k € Z.

Tem-se que Z?E:n—g pelo que 6 =2?”+2kn= (n—g) + 2k = —§+(2k+1)rc.
As solucgbes podem, assim, ser reescritas como: 8 = g + 2km ou 0 = —g + 2k + Dm, k € Z.

Observe-se que a expressao 2km representa todos os mdltiplos pares de m e a expressao
(2k + 1)m representa todos os multiplos impares de . Podemos, assim, apresentar as solugdes da

equacdo de uma forma mais elegante, recorrendo a uma unica expressao: 6 = (—1)"".% + km ,k €L
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Exemplo 5.2  Vamos determinar, em |- 27, 27|, as solugdes da equagio 2 cos 6 = /2.
Comegamos por reduzir a equacéo inicial a uma equagdo trigonométrica elementar, obtendo-se

26059=\/§(:>c059=§.

Como ge[—l,l] sabemos que existe 0¢[0,27] tal que cos 6 = g Neste caso especifico, sabemos
que em [0,27] existem exatamente dois angulos tais que cos 6 = 2 tendo-se

2
™ _ 32 7™\ _ 32
cos (2) = Lo cos (2) = £
Como a funcdo cosseno é 27- periddica, entao
T 7
9=Z+2k7'[ \ 9=T+2krr,k€Z

A partir destas expressfes gerais, podemos encontrar solu¢fes particulares, atribuindo valores a k e
determinando o valor de 8 no intervalo pretendido.

Sek=0entéo¢9=% Vv 9=%” - E,%}e]—Zn,Zn[
Sek=1entéo¢9=%” Y 9=1?T” - {%”,%”}e]-zmzn[

Note-se que a expressdo assume valores tanto maiores quanto maior for o valor de k pelo que néo
vamos atribuir valores a k tais que k > 2 dado que nesses casos 6 & |- 2, 27].

Sek=—-lentiod=—2 v §=-"L - {——m,—E}E]-Zﬂ.Zﬂ[
4 4 4 4

Sek=-—2emiof =—"" v g=-2 - [-2F-Tel-om2m]
4 4 4 4

Pela mesma razdo, k ndo pode assumir valores inteiros inferiores a -2 porque nesses casos
0 ¢ ]-2m 2nl.
71T T T 7T

Conclui-se que as solugdes da equagdo em |- 2, 27| sdo: — bttt

Analisados os exemplos anteriores e tendo em conta a definigdo e a periodicidade das fungdes
trigonométricas podemos estabelecer o seguinte resultado:

TEOREMAS.1

[A] senx =sena ©x=a+2kn V x=n—a+2kn,k €Z a € R.
[Bl] cosx=cosa ©x=a+2kn V x=—a+2kn,k€Z a€R
[Cltgx=tga ©x=a+kn, k€L, aER\{§+kn}.

Observe-se alguns casos particulares das equacdes trigonométricas elementares apresentadas no
teorema anterior:

COROLARIO 5.1 Tem-se
[A] senx =0 < x=kn k€L
senx =1 (:>x=§+2kn,kEZ.

senx=—1<:>x=32—n+2kn,kEZ.

[B] cosx =0 <:>x=§+kn,kEZ.

cosx=1 o x=2kmkce€elZ.
cosx=-1 ox=mn+2kmn,k €Z.

Demonstracdo. Observe-se que em qualquer intervalo de comprimento 27, as fun¢fes seno e cosseno
anulam-se duas vezes, no entanto, assumem o valor 1 e —1 apenas uma vez. Tem-se que
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sen0 = 0,senmt =0, cos (g)z 0ecos (37”)=0.

Atendendo a periodicidade das fun¢Bes seno e cosseno vem
senx=0 ©x=0+2kn V x=n+2kn & x=kn k€L

3
cosx =0 (=>x=§+2k7r \Y x=7n+2kn<=>x=§+kn,kez.
P 3
Como em [0,27r] 0 seno s6 assume o valor 1 em % e o valor—-1em 7”
resultam as restantes equivaléncias de [A]. Analogamente para as equivaléncias de [B]. [

Observe-se que nos casos particulares apresentados, as solucdes das equacdes correspondem a
expressdo geral dos zeros, dos maximizantes e minimizantes das fungdes seno e cosseno.

5.2. EQUACOES TRIGONOMETRICAS E IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

As identidades trigonométricas estudadas anteriormente (cf. Capitulo 3) podem ser uma boa
ajuda para reduzir a equacdo inicial a uma equacao elementar.

Apresentamos, de seguida, a resolugdo de equagBes que envolvem algumas identidades
trigonométricas, nomeadamente, a formula do seno do dobro de um angulo, a relagéo entre razdes de
angulos complementares e a férmula fundamental da trigonometria.

~ 1
Exemplo 5.3 Vamos resolver, em R, a equacdo sen 8 cos 6 = >

Comecemos por reduzir a equagdo inicial a uma equacdo trigonométrica elementar. Recorrendo a
. A 1 .
formula do seno do dobro de um angulo, sen 8 cos 6 = 5 sen (26), obtém-se

sen 6 cos 6 =%<:>% sen (26) =%=> sen (26) = 1.
Pelo Teorema 5.1, tem-se

T T T
sen (20) =1 o sen (20) = sen (§)<=29=§+2kn =3 9=Z+kn,kEZ.

Exemplo 5.4 Vejamos, agora, como determinar, em R, as solucdes da equacdo sen 8 = cos 6.

12 Resolucéo
A semelhanca do primeiro exemplo, comecamos por reduzir a equagdo inicial a uma equagio
trigonométrica elementar. Recorrendo a relagdo entre raz8es de angulos complementares,

cos a = sen (g - a), e aplicando o Teorema 5.1 obtém-se
senf = cosf < senf = sen (E—G)@9=z—9+2kn \% 9=7T—(E—9)+2k7'[ k € Z.
2 2 2 ’
Como @ =m— (g - 9) + 2k é uma equacdo impossivel, tem-se que
Vs Vs
sen @ = cos b < 20 =§+2kn =0 =Z+kn,k € 7.

Conclui-se, assim, que as solucdes da equacdo sdo: 0 = %+ km, k €Z

22 Resolucéo

Se cos 8 # 0, dividindo ambos os membros da equagdo por cos@ e recorrendo a identidade
trigonométrica tg a = > obtém-se

senf@ cosb@

= A =1A .
050 cosO cos 0o tgl cos8 #0

Tem-sequetgf =1 o tgd = tg (g)
Pelo teorema 5.1,
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tgfd=1A cosG¢0@9=%+k7r A 9¢§+kn@9=%+kn,kez.

Se cosf =0entdo 6 ndo é solucdo da equacdo, pois viria sen8 =0A cos@ =0 0 que é
impossivel.

Conclui-se, assim, que as solugdes da equagdo sdo: 6 = % +kn, kEZ.

Observe-se que na segunda resolucdo apresentada, reduziu-se a equacdo inicial a uma equacgéo
elementar da forma tg a = c, dividindo ambos os membros da equagéo por cos 6. Este procedimento
impde uma restricdo exdgena a propria equacao pelo que é necessario verificar o que se passa quando
se tem a restricdo oposta, para evitar a perda de solucdes.

Exemplo 5.5 Vamos resolver, em R, a equagio sen 6 + cos 8 = /2.

Comecamos por reduzir a equacgdo inicial a uma equacdo dependente de uma Unica funcédo
trigonométrica.

De sen 6 + cos 8 = /2 vem que

(sen 6 + cos 0)? = 2 & sen?0 + 2 sen 6 cos 6 + cos?6 = 2.

Recorrendo a férmula fundamental da trigonometria e a férmula do seno do dobro de um angulo,

2senfcosf =1 sen(20) =1 & sen (26) = sen (g) S 26 =g+2kn(:> 6 =%+kn,k € Z.
Vejamos se todas as solucdes encontradas séo solucbes da equacéo inicial.

Considere-se 6 = g +2kmef = %ﬂ + 2km, k € Z.

Substituindo na equacéo,

sen G + an) + cos G + 2kn) = sen G) + cos G) =§ + g =2
sen (5—n+2kn) +cos(5—n+ an) = sen (S—H) +cos(4) —g—g= —/2 /2.
Conclui-se, assim, que as solucGes da equacdo sdo: 6 = % k € Z.

Neste ultimo exemplo, elevaram-se ambos os membros da equagdo ao quadrado, e obteve-se,
como se pretendia, uma equacdo dependente de uma Unica funcgdo trigonométrica. No entanto, este
processo pode conduzir & introduc&o® de solugdes estranhas ao problema, pelo que foi necessario
verificar (por substituicdo na equacéo inicial) se a equacdo admitia como solucdo todos os valores
obtidos.

Um outro exemplo de aplicacdo de identidades trigonométricas a resolucdo de equages
trigonométricas séo equacdes que envolvem fungdes trigonométricas de angulos multiplos.

Exemplo 5.6 Vejamos como resolver, em R, a equagdo sen (78) + sen(50) = 0.

Observe-se que a equacao inicial envolve razdes trigonométricas de angulos mdaltiplos de 8, em
particular, 76 e 56 . Recorrendo as formulas de transformacdo logaritmica, nomeadamente, a
identidade trigonomeétrica

sena + senfS = 2sen (a;—ﬁ) cos (a;—ﬁ)

tem-se

70 — 50
2

o sen(60)=0 V cosf =060 =kn V9=§+kn<:>

<:>¢9="§ VO="+km keL.

76 + 56
sen(79)+sen(59)=0(:>25en< 5 )cos ( )=0<:>25en(66)cosl9=0<:)

30 42 = B? nfo é equivalente a A = B. Observe-se que A = B =que A> = B%, mas A> = B> #» A =B.
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No exemplo anterior, transformou-se num produto as parcelas do primeiro membro da equacéo
tendo a equacdo inicial ficado reduzida a uma equacdo do tipo A X B = 0 que, como se sabe, é
equivalenteaA =0ou B = 0.

5.3. EQUACOES TRIGONOMETRICAS DE 2° GRAU

Apresentamos, de seguida, exemplos de equagfes trigonométricas possiveis de transformar em
equacdes de 2° grau dependentes de uma Unica funcdo trigonométrica, ou seja, equagdes da forma,
ax?+bx+c=0,comx =senf ou x = cos0 oux =tgé.

Exemplo 5.7 Vamos determinar as solugdes da equagio 2 sen? 8 + sen 6 = 0, em R.

Observe-se que a equacdo inicial é uma equacdo de 2° grau dependente de uma Unica funcéo
trigonométrica, sen 6. Fatorizando o primeiro membro e aplicando a lei do anulamento do produto,
obtém-se

2sen’f +senf =0 ©senf(2senf+1)=0<senf=0V2senf+1=0¢c
1

o senf =0 VsenO = -5
T 1 , ~_ - T 1
Como sen (—) = - e 0seno é uma funcdo impar, sen (— —) = — =, Pelo teorema 5.1,
6 2 6 2
1 s
sen@ =0 Vsenf = —Z@ sen@ =sen0 Vsenf = sen(—g) 1=

Sx=kn V x=—%+2knv x=7?n+2k7r, keZ.

Neste exemplo recorreu-se a estratégia de factorizagdo para transformar a equacéo inicial em
duas equacdes elementares. Mas nem sempre isto é possivel. Analisemos outro exemplo.

Exemplo 5.8 Vamos resolver, em R, a equacdo 2 cos? 8 + 5 sen 8 = 4.

Vamos comecar por reduzir a equacdo inicial 8 mesma funcéo trigonométrica.

Pela formula fundamental da trigonometria, tem-se que sen? 8 + cos? 6 = 1, logo

2c0s’0+5senf =4 ©2(1—sen?0)+5senf =42 —2sen?0+5senfh =4
o 2sen?8—-5senf+2=0.
Aplicando a férmula resolvente, obtém-se

5+v25-16
4

1
senf = @senHZEVserw:Z.

Como sen 6 = 2 é uma equacao impossivel, tem-se que
T

200529+556n9=4®58n9=%®sen9=sen(g) @x—6+2knv x=5?n+2kn,kEZ.

5.4. EQUACAO LINEAR EM sen 6 E cos 6.

Para além dos processos de resolucdo ja apresentados, existem outros métodos particulares que
permitem resolver outros tipos de equagfes. Nesta seccdo apresentamos a resolugdo de equacgdes em
gue todos os termos sdo de 1° grau e contém apenas fungdes seno e cosseno com 0 mesmo argumento.
Consideremos a seguinte definicio:

DEFINICAO 5.1 Designa-se por equacio linear em sen 6 e cos 8, uma equacéo da forma

asen@+bcosf =c coma,b,c €ER, a b #0.
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Casoa =0oub = 0, a equacdo fica reduzida a uma equacgdo elementar do tipo cos 8 = % ou

sen 6 =§ , cuja resolucdo foi apresentada anteriormente. Estas equagdes sdo possiveis se e sO se
|§| <1ou |§| < 1, respetivamente.

Casoa # 0e b # 0, o primeiro termo da equacdo corresponde a combinag&o linear das fungdes
sen 6 e cos 6 que como vimos anteriormente (cf. Subcapitulo 4.4.), pode ser escrita como uma fungéo
sinusoidal, recorrendo ao método do angulo auxiliar. Logo a equacéo fica, mais uma vez, reduzida a
uma equacdo elementar da forma
Asen(0+a)=coudcos(0+a)=c.

Vejamos um exemplo de resolugdo de uma equacdo linear em sen 6 e cos 6, recorrendo ao
método do angulo auxiliar.

Exemplo 5.9 Vejamos como resolver, em R, a equagédo V3 sen 6 + cos6 = 2.

Como o primeiro membro da equacéo inicial € uma combinago linear de fungdes seno e cosseno com
0 mesmo argumento, 8 , podemos escrevé-lo como uma funcao sinusoidal.
A equacdo V3 sen 6 + cos@ =2 édaforma asenf +bcosf =c,sendoa=+3, b=1ec = 2.

Como —— = —2— = 1 ento0 a equaco é possivel
A GUAGA0 € PosSIVEr.
Tem-se que A = Va? + b? = /\/52 + 12 = 2 e existe a €]0,2m[ tal que

NE

?.
Como sena >0 ecosa > 0entdo a € 1°Q, donde a = g.

b 1
sena =—-—==- € cosa =
A 2

LIRS

Tem-se que
V3sen8 + cos8 = 2 sen (9 +g).
Logo

=T

sen (9+%)=1®9+%—2+2kn®9=§+2kn, k eZ.

Um segundo processo de resolugdo de uma equacdo linear consiste em recorrer a funcéo

trigonométrica tg (g) Como vimos, anteriormente (cf. Subcapitulo 3.3), todas as funcdes

trigonométricas, em particular a fungéo seno e a fungéo cosseno, podem exprimir-se racionalmente em
< 0
funcéo de tg ( ) Tem-se que

2
2 2(6
2tg (= 1-tg?(= 0
senf =—(22, ec059=—(§) com-#~+kmk €Z (6 # m+ 2km, k € 7).
1+tg2(3) 1+t92(3) 2" 2
Assim sendo, é possivel transformar uma equag&o trigonométrica linear em sen 8 e cos 6 numa

equacao trigonométrica elementar dependente apenas da fungéo tg (g)

Suponhamos que ¢ = 0. Tem-se a equacdo a sen 6 + b cos 8 = 0. Este caso é uma situacao ja
estudada, dadoque asen @ +bcos8 =0 < tg 6 = —% sendo esta Ultima uma equacao elementar.

Suponhamos, agora, que ¢ # 0. Considere-se a equacao trigonométrica linear da forma:

asenf +bcosf =c.
2

2 1-
Y _ecosh =—L.
+y? 1+y?

Sejay =tg (9) entdo sen 6 = T

2

Substituindo na equacéo, obtém-se
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2y 1-y° 2 2 2
a <1+ y2)+b<1+ y2>=c S 2ay+b—by“=c+ cy* N1+ y=#0
S b+c)y?—2ay—b+c=0 A1+ y?2 #0.
Constata-se, assim, que é possivel transformar uma equacdo trigonométrica linear em sen 6 e
cos 6 numa equacdo de 2° grau dependente de uma Unica funcdo trigonométrica, tg (g) Observe-se

que esta estratégia so é possivel se 0 # m + 2km, k € Z.
Apresentamos, de seguida, um exemplo de aplicacdo deste processo de resolucéo:

Exemplo 5.10 Vejamos como resolver, em R, a equacio v3 sen 6 + cos 6 = 2.

2tg (2 1-tg?(2
oo
Substituindo na equacéo, obtém-se

2 () | 1- ' (5)
1+ tgz(§)+1+ tg? 5

0 0 6
& 243ty (E)+1—tg2(5)=2+2tg2(5) A 0 #m+2km k €Z.

Considere-se y = tg (g) entdo

Sabe-se que sen § = - com§¢§+kn,k €Z (0 #m+2kmk€Z).

=2 ANO#nm+2knkeZl s

32— 2V3y+1=0e (V3y—1)" =0.

Donde se obtémy = ‘/3—§ Assim,
0 3 0
tg (E):g A 6%+ 2kn & Z=%+k7r A 6%+ 2kn o 9=g+2kn,keZ.

Considere-se agora 8 = m + 2km, k € Z.
Tem-se que V3 sen (r + 2km) + cos(m + 2km) = V3 sen (m) + cos(m) =0 —1=—1 # 2.

Logo a equagédo ndo admite as solucdes 8 = m + 2km, k € Z.
Conclui-se, assim, que 8 = g + 2km, k € Z sdo as Unicas solugdes da equagao.

Observe-se que se verificou (por substituicdo na equagéo inicial) se a equacdo admitia ou ndo
solucbes em 6 = w + 2km, k € Z, dado que a equivaléncia das equacdes era valida apenas para 6 #
T+ 2km, k € Z.
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CAPITULO6 DERIVADAS DAS FUNCOES TRIGONOMETRICAS

senx

6.1. ESTUDO DO lim
x-0 X
Nesta seccdo vamos deduzir alguns limites trigonométricos, com especial destaque, para o
limite: lin(}% gue designaremos por limite notavel. Ou seja, vamos analisar, para angulos muito
X—
pequenos, a razao entre o valor do seno de um angulo, em radianos, e a medida do respetivo angulo.

Comecemos por enunciar um importante resultado sobre a continuidade das fungdes
trigonomeétricas, cuja demonstracao se apresenta em anexo (cf. Anexo I1V.2).

TEOREMA 6.1
[A] A funcdo seno é continuaem R.
[B] A funcéo cosseno é continua em R.

[C] A funcdo tangente é continua em R\ {g + km, keZ}.

senx

Considere-se a fungdo f(x) = e o respetivo gréfico, ilustrado na figura ao lado (cf.

X
Figura 6.1). Listam-se algumas propriedades da funcéo f.

Tem-se que:
e O dominio da funcéo é R\{0}. Y{
e A expressao geral dos zeros é dada por: x = 1

kr, k € Z\{0} dado que
¥I-0e=senx=0Ax#0<

X

& x=kn Ax# 0 x=knk €Z\{0}. Figura 6.1 — Representacgdo grafica de f(x) = %
e Afuncdo f é par dado que

f(—x) =21 (=x) _ —senx _ senx

— Y = 22 = f(x),Vx € R\{0}.
e A funcéo é continua em R\{0}.

se

= ndo esta definida parax = 0, pelo que ndo ¢ possivel

determinar o valor da fungdo nesse ponto. No entanto, é possivel estudar o limite da funcdo em x = 0,
dado que o mesmo depende apenas do comportamento da fungdo f numa vizinhanga do ponto.

Sendo f uma funcdo par em todo o seu dominio, é suficiente estudar o limite lateral ou a direita
ou a esquerda do ponto para se estudar a existéncia de limite no ponto x = 0. Vamos determinar o
limite lateral direito.
Se x > 0 entdo sen x < x < tg x (cf. Anexo IV).

Observe-se que a funcdo f(x) =

No intervalo ]0, g[ a funcdo seno é positiva, pelo que dividindo a expressao por sen x, vem

<1 (1)

senx

x 1 sen x
1< < S cosx <
sen x cosx

Como lirré cos x = cos 0 = 1, entdo pelo teorema das fun¢des enquadradas®, lir(I)l+
g X

=1.
Tem-se, assim, que para angulos muito pequenos, a medida do angulo em radianos e o valor do
seno sdo muito aproximados.

TEOREMA 6.2 Designa-se por limite notavel o limite lir%% e tem-se lim =1
xX—> X

31 Teorema das fungdes enquadradas: Dado um nimero real L e as fungdes reais de variavel real f, g e h, de dominio D,
a €R,selimg(x) =limh(x) = L,eseparatodoo x € D, g(x) < f(x) < h(x) entdo lim f(x) = L.
x—=a x—a x—a
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Apresentamos, agora, uma deducdo alternativa do lil'% % recorrendo a uma abordagem
X—

geométrica que envolve a comparacgdo de areas de figuras determinadas pelo circulo trigonométrico.

Considere-se um circulo trigonométrico de centro O e raio 1, x e]o,g[ , @ amplitude de 6
expressa em radianos e os triangulos [OAB] e [OAC], tal como ilustrado na figura (cf. Figura 6.2).

Sabe-se que que Sa[pac] < Ssetor oac <= Sa[oap] ONde S representa a area.

Tem-se que
S OAXAB 1xtgh tgh i

[OAB]__Z_— 2 -7

OAXCD 1X senf senf s

S = = =

[0AC] 2 2 2 b
S 0

setor OAC — 2 .
Logo

sen ¢ < 0 < tg 0 o senh <6< sen 9_ Figura 6.2 — Circulo trigonométrico

2 2 cos 6
No intervalo considerado a funcdo seno é positiva, pelo que dividindo a expresséo por sen 6,
obtém-se 1 < —— < —— e cos 0 <20 <1
sen 0 cos 6
senf 1

Como limcos 8 = cos 0 =1, entdo lim
6-0 -0

O limite notavel que envolve a funcdo seno permite resolver limites envolvendo outras
funcdes trigonométricas, como mostramos no exemplo seguinte.

Exemplo 6.1 Vejamos como determinar o limite lin(}w.
X—
Como lirré(cosx —1)=0e lirré x = 0 temos uma indeterminacao do tipo %
X— P g

Multiplicando e dividindo a expresséo por cos x + 1, obtém-se

o cosx—1 . (cosx—1)(cosx+1) . cos’x — 1 o —(1- coszx)
lim =lim =lim————=lim———— =
x-0 x x—0 x(cosx + 1) x-0x(cosx +1) x-0 x(cosx + 1)
) —sen’x senx —senx —sen 0 0
=lim—————=1lim =1lx—=1x==0.
x-0x(cosx+1) x>0 x (cosx+1) (cos0+ 1) 2
. ] -1
Conclui-se que lim LOSX72— 9
x—0 X

mmmm ENCANTO 7... FASCINIO PELO INFINITO

Uma das constantes mais estudadas e fascinante da matematica é o ndmero Pi () cujas
propriedades tém encantado geracdes de matematicos. Sobre esta constante que representa a razéo
entre o perimetro de uma circunferéncia e o seu didmetro, conhece-se, hoje, uma aproximacgao com
mais de um milh&o de algarismos. Mas nem sempre foi assim!

Foram diversas as tentativas para obter uma aproximacdo de m, desde os Babildnios que

conseguiram o valor 3,125; passando pelos Egipcios que usavam o quadrado de % (aproximadamente

3,16); até Arquimedes (séc. Il a.C.) que descobriu um método muito engenhoso para determinar ,
recorrendo aos perimetros de poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma circunferéncia,

.. R . R 223 22
obtendo desta forma um limite inferior e superior para a constante, e <m< -

Esta curiosidade estendeu-se ao longo do tempo, e séculos mais tarde, o fascinio pelo célculo do
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7 tomou conta dos Arabes e, posteriormente, dos Europeus que efetuaram inimeras tentativas para
obter o valor de = com 0 maximo de precisdo possivel.

Neste encanto apresentamos uma expressdo, desenvolvida pelo francés Francois Viéte®?, que
permite escrever o valor de m através de um produto de infinitos fatores:
T 2 2 2

2 ﬁ.*/2+‘/7.\/2+ 2+x/7m

Esta expressdo é designada por Férmula de Viete.

Inspirado pelo trabalho desenvolvido por Arquimedes, Viéte obteve esta expressao a partir de
uma abordagem puramente geomeétrica recorrendo as areas de poligonos regulares inscritos numa
circunferéncia de raio 1. Comegou por observar que a area de um quadrado inscrito numa

circunferéncia de raio 1 € 2. De seguida, observou que se substituisse o quadrado por um octégono

Se 0 poligono tivesse 16 lados, a area era dada por 2.—= 2 e,

T

regular, a &rea deste seria 2 X —= f

assim, sucessivamente.
Como a medida que aumentava o nimero de lados, a area do poligono inscrito aproximava-se

da area do circulo, cuja area é igual a 7, concluiu entdo que:
2 2 2

2.2 .
V2242 J2+ 2+2

Vejamos como obter esta expressdao com base em resultados trigonométricos, nomeadamente,
no limite notavel lirrg% = 1 e nas férmulas da duplicagdo de um angulo.
b g

T =

Sabe-se que sen (2x) = 2 sen x cos x. Aplicando sucessivamente a formula do dobro de um angulo a
fungdo sen x, obtém-se

%)
@
S
=
[
)
%)
@
S
Ve
XN R
N—
Q
o
%5
ey
| R
\_/

o2 () () cons (e 2.

Dividindo ambos os membros da equacao por x obtém-se

e = 2 o (2) cos (57) wos (£) =2 cos (3) cos (55) weos(3) @

Considere-se a sucessao u,, = zin Para cada xeR tem-se limu,, = hm— 0.

Como lir%% = 1 da definic&o de limite segundo Heine® vem
X—

X
sen (uy) . sen (Z_n)
m————- = lim —x
Uy o
De (1) obtém-se

se;lx =lim igin) X cos (g) cos G) cos (g) ..=1Xcos G) cos G) cos (g) =

% Francois Viéte (1540 - 1603), matematico francés, um apaixonado pela algebra que se notabilizou pelo trabalho que
desenvolveu no aperfeicoamento da notagdo matematica (foi o primeiro a representar nimeros por letras).

33 Definicdo de limite segundo Heine: Dada uma fungdo f: D < R — R, o nimero real b designa-se por limite de f(x)
quando x tende para a, se para toda a sucessédo de (x,,) elementos de D, tal que x,, —» a se tem lim f (x,,) = b. Representa-
se por chi_l;rtllf(x) = b.

=1.
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— cos (%) cos (2) cos (%) ..

Como expressdo é valida para qualquer x € R, em particular, é valida para x = g Substituindo x porg

obtém-se
) o) o 2 ) cos 2. 0 2 = o 2).cos () s
T = Cco0S ? coS Z coSs § = f = C0S (Z) .COS (g) .COS (E)
> 2
2

b4 T b4
&~ — = (0S (—) .COS (—) .COoS (—)
T 4 8 16

Como vimos em capitulos anteriores (cf. Subcapitulo 3.3),

24 24 }2+(...)+\/E

45° ,
cos (zn) = > , com n + 1 raizes quadradas.
2 V2 24z 2HV2HV2 .o 2 2 2
Donde = > ... Ou sgja, 5=

V2N o e
Esta € considerada a primeira férmula que permite determinar = como um produto de infinito de
fatores. EEEN

6.2. DERIVADAS DE FUNCOES TRIGONOMETRICAS

sen x

O estudo do limite notavel lim =1 permite ndo s6 determinar limites envolvendo

x—0

diversas funcOes trigonométricas, mas é, também, muito Util no estudo das derivadas®* das fungdes
trigonométricas.
Considere-se a fungdo trigonométrica f(x) = sen x cujo dominio é R. Aplicando a definicéo
de derivada num ponto®, tem-se
o fx+h)—f(x) . sen(x+h)—senx
f'(x) = lim = lim .
h=0 h—0 h
Pela formula do seno da adigdo de dois angulos, tem-se que
senxcosh+ senhcosx —senx

fe) = lim h -
- senx (cosh—1)+senhcosx ~ senx(cosh—1) = senhcosx
= lim = lim +lim—————=
h-0 h h-0 h h-0 h
= limsenxM + lim cos x 22 h.
h—0 h h—0 h
cos h—1 sen h

Como }lin% = 0 (cf. Exemplo 6.1) e }Er% =1, tem-se que

h
f'(x) =senx X0+ cosx xX1=cosx.
Conclui-se, assim, que

h

TEOREMA 6.3 (senx) =cosx,Vx €R.
OBSERVAGCAO. Aplicando a regra da derivada da fungdo composta®, resulta que:

34 Newton utilizou as derivadas das fungdes seno e cosseno, mas ndo as demonstrou. Foi Roger Cotes (1682-1716) no seu
trabalho Harmonia Mensurarum, publicado em 1722, quem primeiro esbogou as respetivas regras de derivagdo. No
entanto, Euler foi o primeiro a fazé-lo de forma sistematica

% Uma funcdo f é diferenciavel em x, (ou derivavel em x,), xo € Dy, se existe e é finito o limite f'(x,) =

’11irr(1) f(x°+)_f(x°) Este limite é designado por derivada de f em x,. A funcéo f diz-se diferenciavel num conjunto A se for

diferenciavel em todos os pontos de A.
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(sen (f(x))" = f'(x) cos(f(x)) ,Vx € Dy tal que f € diferenciavel em x.

Apresentamos, de seguida, uma deducdo alternativa da derivada da fungdo seno recorrendo as
formulas de transformacao logaritmica.

Aplicando a definicdo de derivada num ponto x = a, tem-se
X)— a senx —sena
f@) = tim L TT@ _yyp, senx —sena
x—a X—a x—a X—a
Pela férmula de transformacéo logaritmica, tem —se que

2 sen (x ; a) cos (xzﬂ) — lim senx(_xcg a) lim cos (x -; a)l

f (a) - 9lcl—7>?}1 X —a x-a T x—-a
Considere-se y = —=entéo y — 0, pelo que se obtém
sen (y)

f(a) = lin(l) .lirré cos(y+a) =1xcos(0+a) = cosa.
y- y-

y
Conclui-se, assim, que (sen x)” = cos x, VxeR.

Apresentamos, de seguida, uma deducdo da derivada da fungdo cosseno recorrendo as relagdes
entre as razdes trigonométricas de angulos complementares.
Considere-se a funcdo trigonométrica f(x) = cos x cujo dominio é R. Sabe-se que cos x =

Vs
sen (x - E)
Aplicando a regra da derivada da fungdo composta
(cos(f(x))" = f'(x) sen(f (x)) ,Vx € Dy tal que f é dif erenciavel em x, resulta que

(cosx)" = (sen (g — x)) ‘= (g — x) " cos (g — x) = —1X cos (g — x) = —sen x.
Donde se conclui que

TEOREMA 6.4 (cosx) = —senx,Vx € R.

Considere-se, agora, a funcdo trigonométrica f(x) = tg x definida emR\ {g + km, k € Z}.
Sabe-se que tg x = % pelo que aplicando a regra de derivacdo do quociente®” e tendo em conta a

férmula fundamental da trigonometria e o conhecimento das derivadas das fun¢bes seno e cosseno, se
obtem

( y senxy, (senx)’.cosx —senx.(cosx) cosx.cosx+ senx.senx
tgx) = ( ) = = =
9 cosx cos?x cos?x
cos®x + sen®x 1
cos?x cos?x’

Conclui-se, assim, que

TEOREMA 6.4 (tgx) =

vx € R\ {5 + ke, k € Z},

cos?x’
Mas ndo sdo so limites que as derivadas das fun¢Ges trigonométricas permitem calcular. Podem
também servir de base a demonstracdo de novas propriedades. A titulo de exemplo, apresentamos, em

anexo, a demonstracdo da segunda implicacdo do Teorema 4.18 que tem por base as derivadas das
funcdes trigonométricas (cf. Anexo IV.1).

% Teorema (Regra de derivagéo da fungéo composta): Dadas duas funcdes f e g tais que aeDg,f, f € derivavelema e g
é derivavel em f(a), entdo a derivada de gof em a é dada por: (gof)"(a) = f'(a)g’(f (a)).
37 Teorema (Regra de derivagdo do quociente): Dadas duas fungBes f e g derivaveis em 4, g(x) # 0,Vx € A, entdo a

; I 4 (L) = L) 9 -F)g (x)
derivada de p, ¢ dada por: (g) (%) peTes) ,Vx € A.
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CAPITULO7 TRIGONOMETRIA - ALGUMAS APLICACOES

7.1. OSCILADORES HARMONICOS

Nesta seccdo apresentamos algumas aplicages da trigonometria na modelacdo da realidade
fisica, nomeadamente, a utilizacdo de fungdes trigonométricas na modelacdo de sistemas que exibem
um comportamento periddico e oscilatério.

Como é fécil constatar, existem diversos exemplos de movimentos periodicos a nossa volta: 0s
batimentos cardiacos, 0 movimento de rotagdo da Terra em relacdo ao seu eixo, 0 movimento da Lua a
volta da Terra, 0 movimento de um péndulo de um relégio, entre outros. Movimentos estes que se
caracterizam pela repeticéo continua em intervalos de tempo iguais e sucessivos.

Quando um corpo executa movimentos periodicos de ida e volta em torno de uma posic¢éo de
equilibrio, ou seja, quando ocorrem deslocamentos simétricos em torno de um ponto, este designa-se
por movimento oscilatorio, sendo o sistema designado por oscilador. Sdo exemplos de movimentos
oscilatérios: 0 movimento de uma massa presa a extremidade de uma mola, as vibrag@es das cordas de
um instrumento musical e 0 movimento de um péndulo.

Os diferentes movimentos oscilatorios sdo definidos em termos dos tipos de forgas que atuam
sobre o sistema. Nesta sec¢do analisaremos, em pormenor, 0 mais simples dos movimentos, onde néo
ha forcas externas a atuar no sistema, o movimento oscilatério harmonico, abreviadamente
representado por MHS.

DEFINICAO 7.1 Designa-se por oscilador harménico um sistema constituido por um ponto que se
desloca numa reta numérica em determinado intervalo de tempo I, de tal forma que a respetiva
abcissa, como funcdo de t € I, é dada por

x(t) = A cos (wt + @), A,w > 0, ¢€[0, 2|
(ou equivalentemente, x(t) = A sen (wt + @), A,w > 0, pe|0, 27[).
As constantes A, w e ¢ sdo designadas, respetivamente, por amplitude, pulsacéo e fase do oscilador
harménico.

OBSERVAGCAO. Por abuso de linguagem ira designar-se por oscilador harménico a abcissa do ponto
P, x(t). Sabe-se que x(t) = A cos (Wt + @) = Asen (Wt + ¢ + g) pelo que escrever a equagao em
funcéo de cosseno ou de seno depende apenas da fase da oscilacdo em t = 0.

Em geral, sendo x(t) = A cos (wt + @) com A,w > 0, ¢e[0,2r[ a funclo que descreve o
movimento oscilatorio de um ponto P em torno de uma posi¢do de equilibrio tem-se que:
e a amplitude A é valor méximo do deslocamento do ponto relativamente & posicdo de
equilibrio. A unidade no Sl é o metro. Como 4 > 0 entéo
—A < A cos (Wt + @) < A, logo |x(t)| < A.
e 0 periodo T é o tempo correspondente a uma oscilagdo completa. A unidade no Sl é o
segundo. Tem-se que

x(t) =A cos (Wt + @) =A cos(wt+ ¢ +2m) = A cos (W(t+%)+<p) =x(t+2§).
Pelo que 2;” é um periodo de x.
e afrequéncia f é o nimero de oscilagbes completas por unidade de tempo.

Tem-se f = % = % A unidade no Sl ¢ o hertz®® (Hz) ou s~1.

3 Esta unidade foi assim designada em homenagem ao fisico alemdo Heinrich Hertz (1857 — 1894), um pioneiro nas
investigacdes das ondas eletromagnéticas.
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e apulsacdo w € o numero de vezes que o periodo se repete num intervalo de comprimento 2.
Tem-se que w = 2?” A pulsacdo exprime-se em radianos por segundo.

e a fase (¢) indica o &ngulo em que o oscilador inicia 0 movimento; quando t = 0, tem-se,
x(0) = A cos (). A titulo de exemplo, se ¢ == tem-se x(0) = 4 cos (%) =00 que
significa que o corpo esta inicialmente na chamada posi¢do de equilibrio (cf. Seccéo 7.1.1).

Caso ¢ = 0 entdo x(0) = A, pelo que 0 movimento que se inicia na posi¢do correspondente
ao valor maximo do deslocamento relativamente a posicéo de equilibrio.

Por vezes, para descrever 0 movimento de um ponto P recorre-se a uma fungdo da forma
y(t) =A cos (wt+¢@)+d A w,d>0,¢e[0,2n[ . Embora ndo seja um oscilador harmonico,
corresponde a um movimento oscilatério. A sua representacdo grafica corresponde a uma translagéo
vertical segundo o vetor u(d,0) do grafico do oscilador harménico x(t) = A cos (wt + @) e,
analogamente ao oscilador harmonico, as constantes A,w e ¢ sdo designadas, respetivamente, por
amplitude, pulsacédo e fase.

7.1.1. SISTEMA MASSA-MOLA

De seguida, apresentamos um caso particular de oscilador harménico, o sistema massa-mola.
Considere-se uma mola fixa na sua extremidade esquerda e um corpo P de massa m, fixo a
extremidade direita da mola, que se desloca horizontalmente segundo o eixo Ox, como ilustra a figura
(cf. Figura 7.1).

A origem do eixo corresponde a posi¢ao
do corpo quando a mola se encontra em repouso,
designada, habitualmente, por posicdo de
equilibrio. Vamos considerar que o corpo P X
apenas se encontra sujeito a forca F, exercida Figura 7.1 — Representacdo de um sistema massa-mola
pela mola, desprezando-se qualquer efeito devido a atritos.

Designemos por x(t) a abcissa da posi¢do do corpo no instante ¢t. Observe-se que caso nenhuma
forca atue sobre o corpo, este ocupa a posicao de equilibrio e tem-se x (0) = 0.

Como podemos descrever o0 movimento do corpo?

Em caso de compressdo da mola, o corpo desloca-se para a esquerda, x(t) < 0 sendo que a
forca F,, atua no sentido contrario ao movimento do corpo, ou seja, no sentido positivo do eixo Ox.
Caso haja distensdo da mola, a massa desloca-se para a direita, x(t) > 0, sendo que a forca F,, atua no
sentido negativo. Note-se que a forca exercida pela mola é tanto maior quanto mais o corpo se afasta
da posicdo de equilibrio.

Tendo em conta que se pretende modelar a situacdo, podemos supor que a intensidade F,
depende linearmente da distancia entre o corpo e a posicao de equilibrio. Mas serd isto verdade? De
facto, assim é. Ao estudar as deformag6es de molas e as forcas aplicadas ao sistema, o famoso fisico
inglés, Robert Hooke®, verificou que a forca produzida pela mola é diretamente proporcional, mas de
sentido contrério, a do movimento do corpo, pelo que concluiu que:

LEI DE HOOKE. Seja F a forca exercida sobre um corpo de massa m e x a distancia do corpo
relativamente a posicao de equilibrio. Tem-se

'
\
|
|
|
[
]
Il
]
|

F = —kx, k>0keR
onde k representa a constante elastica da mola.

39 Robert Hooke (1635-1703), fisico inglés, cujo principal contributo foi a formulagdo da Lei de Hooke apos a observacio
do comportamento mecanico de uma mola.
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OBSERVACAO. O sinal negativo no segundo membro da equacéo indica que a forca F é uma forca
restauradora, ou seja, ¢ uma forga com sentido oposto ao do movimento do corpo e que se direciona
no sentido de trazer o corpo de volta & posicdo de equilibrio. A Lei de Hooke € uma boa aproximacgéo
dos sistemas massa-mola apenas para valores pequenos de elongagdo da mola (quando o corpo ndo se
afasta muito da posicdo de equilibrio), dado que para além de um determinado valor de elongacédo a
mola atinge um ponto de ruptura e a forca deixa de ter um comportamento linear.

Combinando a Lei de Hooke com a segunda Lei de Newton que estabelece que:

22 Lei de Newton® . Seja F a forca exercida sobre um corpo de massa m e a designa a aceleragdo a
gue 0 corpo se encontra sujeito no instante t. Entdo F = ma.

e atendendo a que, sendo x(t) o deslocamento do corpo, a sua aceleragdo é dada por x™(t),
obtém-se a equacdo diferencial*

mx () = —kx(t) & x(t) = — - x(t) 1)
designada, habitualmente, por equagdo do movimento.

Constata-se, assim, que num sistema massa-mola a aceleragdo é diretamente proporcional e de
sentido contrario ao movimento do corpo.

Mas que tipo de fungdes satisfazem a equacdo do movimento?

Dado que o movimento descrito no sistema massa-mola tem as caracteristicas de um
movimento oscilatério harménico, podemos ser levados a pensar que, provavelmente, o oscilador
harmonico é um forte candidato a solugéo desta equacao. Vejamos se assim acontece.

Considere-se x(t) = A cos (Wt + @) , A,w > 0, pe[0, 2m|.
Derivando a expressdo uma vez obtém-se a velocidade do oscilador
x'(t) = —wA sen (wt + @)

e, derivando uma segunda vez, obtém-se a respetiva aceleracdo
x(t) = —w?A cos (wt + ).

Assim, x(t) satisfaz a equacdo diferencial mx™(t) = —kx(t)

se, e s6se, —mw?A cos (wt + @) = —kA cos (Wt + @) ©w = i\/%.
Comow > 0Oentdow = \/% Pelo que

x(t) = A cos (wt + ¢) €é solucdo da equacdo (1) seesosesew = \/%

Analogamente, mostra-se que x(t) = A sen (wt + ¢) € solugio da equacdo (1). E, ainda, possivel
mostrar recorrendo & teoria das equagOes diferenciais que todas as solugdes da equacgdo diferencial

x(t) = —%x(t) sdo da forma x(t) = A cos (wt + @) com ,w = \/g,A > 0, pel0,2m[. Assim,

conclui-se que x(t) = A cos <\/§t + <p> com,A > 0, ¢e[0, 2| é solugdo de x*(t) = —%x(t), ou

seja, que um sistema constituido por uma mola fixa numa extremidade e por um corpo fixo na
extremidade oposta constitui um oscilador harmdnico.

Considerando agora um oscilador associado a uma mola observe-se que, para além da constante
elastica da mola e da massa do corpo, este depende também das constantes A e ¢. Estas constantes
podem ser determinadas a partir das condi¢des iniciais do sistema: x(0) e x*(0). Note-se, ainda, que a

40 A segunda lei de Newton €, também, conhecida por Relagdo Fundamental da dinamica (RFD).
4 Equacdo diferencial é uma equagdo cuja incdgnita é uma fungdo e onde figura pelo menos uma das derivadas dessa
funcéo.
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pulsacdo do oscilador depende apenas da constante eldstica da mola e da massa m do corpo.
Atendendo aque w = 2—", T=2ew= \/Eobtém-se, ainda, T = 271\/E e f= L |k
T f m k 2m\m
Assim sendo, T aumenta quando aumenta a massa m, 0 que significa que corpos de massa
maior oscilam mais devagar, e T diminui quando aumenta a constante k da mola, ou seja, molas
menos elasticas fazem com que o sistema oscile mais rapidamente. Note-se que o periodo e a
frequéncia ndo dependem das condicdes iniciais do sistema.

7.2. SOMA DE OSCILADORES HARMONICOS

Nesta secdo apresentamos mais algumas aplicacdes da trigonometria, nomeadamente, algumas
propriedades relativas a osciladores harménicos que tém especial importancia na modelacdo de
fendmenos periddicos, nomeadamente, na analise de ondas sonoras (cf. Anexo V.1).

O que acontece quando adicionamos dois osciladores harmonicos? Que tipo de curva se obtém?
Sera ainda um oscilador harménico?

Para facilitar a analise das diferentes situacdes, vamos comecar por considerar apenas fun¢des
do tipo y = Asen (wx + @), A,w > 0, pe[0,2c[. Lembramos, no entanto, que a fungdo cosseno

resulta de uma translacdo horizontal da fungdo seno segundo o vetor ﬁ(—g,o), pelo que os

comportamentos observados sdo extensiveis a qualquer combinagdo linear das fun¢des seno e cosseno.

Consideremos dois osciladores harmonicos y, e y, com a mesma pulsacdo w definidos por
fi=A;sen(wx+ @) € f,=A4,sen(wx+ @,), A, A,,w > 0,04, 9,€[0, 2m].

Facilmente se observa que ao adicionar os dois osciladores harmonicos o comportamento da
nova funcdo vai depender da amplitude, da pulsacdo e da fase das funcdes iniciais. Em capitulos
anteriores (cf. Capitulo 4), vimos que qualquer combinacdo de funcBes sinusoidais com a mesma
pulsacdo é uma fungdo sinusoidal com a mesma pulsagdo, donde resulta que a soma de dois
osciladores harménicos com a mesma pulsacdo € ainda um oscilador harménico com a mesma

pulsacdo. Tem-se que

fi+fo = Ay sen (wx + @,) + A, sen (wx + @,) = A sen(wx + @), com 4 = |42 + 4,2
Mas e se adicionarmos osciladores com diferentes pulsacdes?
Consideremos, agora, dois osciladores com diferentes pulsac6es definidos por
filx) = Ay sen (wix + 1) € fo(x) = Ay sen (Wox + @3), Ay, Az, wy, Wy > 0,94, 02€[0, 27[.
A titulo de exemplo, considerem-se as fungdes
filx) = senxe fo(x) = 1—10 sen (20x).

sen(z) + 1/10sen(20z)

/ Q Q 1/10sen(20x)
7 , .

/ ;
2n? 31 /2 EN /2 Ao VY2 ’ (AN 3/ 4 en

o o W

Aot -1

Figura 7.2 — Representacdo gréafica das fungbes fi,f> e f

Da andlise da representacdo grafica das funcdes f; e f, e dafuncdo f = f; + f, (cf. Figura 7.2)
observa-se que a curva de f; funciona como eixo Ox para a curva da funcdo f,, dando origem a uma
nova funcdo que, embora periddica, ndo é sinusoidal. Verifica-se que a pulsacdo, 1, e o periodo, 27, da
nova funcdo sdo iguais a menor das duas pulsacdes iniciais.

E o0 que acontece se adicionarmos mais que duas fungdes sinusoidais?
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senr

Considerem-se, agora, as funcdes

fi(x) = senx _ ‘ )
f(x) =1 sen (3x) ] ~_

1 ' W 1/3sen(3x)
f3(x) = c sen (5x) N j N "
e as respetivas representacdes graficas, N
ilustradas na figura ao lado (cf. Figura W o)
7.3). Tom — DJD ™ 2n
Consideremos, também, a sucessdo de Figura 7.3 — Representacéo grafica das funcbes fi, £ e f3

fungdes (g,) com
g1(x) = senx

1 22 - o 27
g2(x) =senx+ 3 sen (3x) . \/

senx + 1/3sen(3x)

Sen

g3(x) =senx +§ sen (3x) + :

% sen (5x) /o ) / ° \/\/

1 , senx + 1/3sen(3x) + 1/5sen(5z)
In(x) =senx+---+;sen (nx) /—‘“/\ J /"‘“/\
e observe-se a representacdo grafica dos /" \f\ / \f\f\/ '
primeiros trés termos da sucessdo (cf. Figura 7.4 — Representagéo grafica das funcdes g;, g, e g3
Figura 7.4).

Observe-se, agora, num mesmo referencial, a representacdo grafica dos primeiros termos da
sucessdo (g, )(cf. Figura 7.5).

W\ =\
N e N

Figura 7.5 — Representacdo grafica, no mesmo referencial, das fungdes g4, g, e g3

Comparando as trés curvas, constata- 1 f(=)
se que a medida que o nlimero de termos : :
aumenta, a representacdo grafica aproxima- T T g T x
se da funcéo representada na figura seguinte, : : : L ; ;
designada, habitualmente, por funcdo onda

quadrada (cf. Figura 7.6). Figura 7.6 — Representagdo grafica da fungéo quadrada
Observe-se que a func¢do quadrada é periddica e é impar, e que quanto maior for o nimero de

termos de (g,) melhor é a aproximacao a essa funcdo. Podemos, assim, afirmar intuitivamente que a

sucessdo de funcgdes (g,,) converge e que o limite da sequéncia é a fungdo y = f(x). Tem-se, assim,

que

f(x) =senx +§ sen (3x) +§ sen (5x) + -
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Vejamos um outro exemplo de soma de duas ou mais fungGes sinusoidais.

Considere-se, agora, as funcdes
fi(x) = senx
fo(x) = sen (2x)

1
f3(x) = 5 sen (3x)
e as respetivas representacbes graficas,
ilustradas na figura ao lado (cf. Figura 7.7).

Considere-se, agora, a sucessdo de funcOes
(hy,) com
g1(x) = senx

1
g2(x) =senx — 5 sen (2x)

1 1
gz3(x) =senx — > sen (2x) + 3 Sen (3x)

e observemos a representacdo grafica dos
primeiros trés dos termos da sucessdo (cf.
Figura 7.8).

A semelhanca do exemplo anterior, faz-

se a representacdo grafica das funcbes g4, 9, €
gz, no mesmo referencial cartesiano (cf.

Figura 7.9).

n

sena
l‘
0
0
1

~__

E)

" ‘D ™ ™
1

senx

Figura 7.8 — Representacgdo grafica das funcbes g,, g, e g3

0

/112 n

Figura 7.9 — Representacdo gréafica, no mesmo referencial, das fungdes g1, g, e g3

Comparando as trés curvas, constata-se que a
medida que o numero de termos aumenta, a
representacdo grafica aproxima-se da seguinte

funcdo f, periddica e impar (cf. Figura 7.10):

No intervalo ]—gg[ , prova-se que a

sucessao de fungdes converge para a funcdo y = x,

pelo que podemos afirmar que

x =senx—% sen (2x)+§ sen (3x) + -+-,sex E]

N

nn[
2720

-mj2

w2 3m 2

Figura 7.10 — Representacéo grafica da funcdo f

A titulo de exemplo, vejamos o que acontece se adicionarmos fungbes definidas a partir da

fungéo cosseno.
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Por exemplo, considere-se, agora, as funcbes .
£,(0) = cos x | ]
£,(0) =2 cos (3) i
fzalx) = % cos (5x) /i 1 eos(32)

e as respetivas representacdes graficas, ilustradas - ‘ ‘W/ in
na figura seguinte (cf. Figura 7.11). ’

1/25cos/(5x)

Consideremos, agora, a sucessdo de fungdes (g,) = = w - =

com 4

g1(x) = cos x Fig.7.11 — Representagdo grafica das fungbes fi,f> e f3
1

g2(x) =cosx + 5 cos (3x) N
1 1

g3(x) = cos x + 5 cos (Bx) + 7z €OS (5x) _ 4 _ _

e observemos a representacdo gréafica dos

primeiros trés dos termos da sucesséao (cf. Figura .

712) 2n e ‘o T n

. ~ | coss 4+ 1/9c0s(Bx) + 1/25c0s(br ~
Faz-se, agora, num mesmo referencial, a - A
representacdo grafica dos primeiros termos da . ° " in

sucessdo (gy) (cf. Figura 7.13).

Figura 7.12 — Representacdo gréafica das funcbes g4, g, e gs

cosx + 1/9cos(3z) + 1/25¢co0s/(5x)

LS

Figura 7.13 — Representacéo grafica, no mesmo referencial, das fungdes g1, g- e g3

Comparando as trés curvas, constata-se, mais uma vez, que a medida que o nimero de termos
aumenta, a representacdo grafica converge para uma funcao f periddica par. No intervalo |-, 7|,
prova-se que a sucessdo de fungdes converge para a funcdo y = f(x), pelo que podemos afirmar que

1 1
f(x)=collx +§ cos (3x) + g C0S (5x) + -

A andlise da representagdo grafica das fungdes obtidas permite evidenciar certos aspetos da
simetria das funcGes, em particularidade, a sua paridade. Nos exemplos que envolveram uma soma de
senos, obteve-se uma fungdo impar, e no caso em que envolveu uma soma de cossenos, obteve-se uma
fung&o par.

Os exemplos apresentados nesta seccdo traduzem casos particulares da fabulosa descoberta de
Fourier*?, segundo o qual, quase todas as funcdes periddicas, independentemente do seu grau de
complexidade, podem ser representadas como a soma de varias fungBes seno e cosseno com
amplitudes, fases e periodos escolhidos convenientemente.

42 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), fisico e matematico francés, dedicou-se ao estudo de fendmenos de condugio
de calor e ao estudo de fungdes periddicas recorrendo a séries trigonomeétricas.
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De um modo geral, tem-se que

flx) = ‘12_0 + a, cos (x) + by sen (x) + a, cos (2x) + b, cos (2x) + -+

1 [oe]
=50 + Z(an cos(nx) + b, sen(nx)),ay, ay, b, ER,n€{0,1,2,..}.
n=1

Esta soma infinita é designada por série trigonométrica de Fourier. A descoberta de Fourier
permitiu aos matematicos descrever qualquer funcdo periodica recorrendo a séries trigonométricas e
aos fisicos modelar alguns fendémenos periddicos, nomeadamente, a modelacdo de fendmenos
ondulatérios, cuja analise se apresenta mais pormenorizadamente em anexo (cf. Anexo V.1).

mmmE ENCANTO 8... CURVAS FAMOSAS*

Neste encanto apresentamos um conjunto de curvas notaveis, designadas, habitualmente, por
Curvas de Lissajous, que para além de um visual fascinante, tem inimeras aplicagGes na Fisica,
nomeadamente, no estudo de fendmenos oscilatérios (cf. Figura 7.14).

Figura 7.14 — Exemplos de curvas de Lissajous

Matematicamente, as Curvas de Lissajous sdo curvas (x(t), y(t)) descritas parametricamente

por

x(t) = asen(wyt + @;)
{Y(t) = b sen(w,t + @3)
em que cada componente é um oscilador harmdnico.

Fazendo variar a frequéncia dos osciladores, a amplitude e o desfasamento entre os instantes em
gue cada oscilador inicia 0 movimento, obtém-se uma infinidade de padrdes formados por linhas
harmoniosas muito interessantes tanto do ponto visto matematico como do ponto de vista artistico*.

Mas que tipo de curvas resultam da composicdo de dois osciladores harmonicos?

Imaginemos um ponto P em movimento sendo as suas coordenadas (x(t),y(t))
correspondentes a movimentos harmonicos simples em torno da origem tais que
x(t) = asen(wyt + ¢1) e y(t) = b sen(w,t + @,) coma,b,w;,w, > 0 e @4, ¢, € [0,27].

Tem-se que a posi¢do do ponto P no instante ¢ é dada por
(x(t),y(t)) = (a sen(wit + ¢1), b sen(w,t + goz)).

O movimento do ponto P descreve uma curva com caracteristicas proprias, dependente das
amplitudes, pulsacbes e fases dos osciladores harmonicos considerados. Note-se que, como —a <
x(t) <a e—b <y(t) <b,a curva descrita estd limitada pelo retdngulo definido pelas condigdes
—a<x<ae-b<Z<y<h.

coma,b,wy,w, > 0e @q,p, € [0,27]

43 Jules Antoine Lissajous (1822 - 1880), fisico francés, realizou diversos estudos sobre 0 movimento vibratdrio e a ac(stica
e inventou o dispositivo que permite tragar as curvas com o seu nome, curvas de Lissajous.

4 Um dos primeiros dispositivos utilizado para tragar este tipo de curvas foi o harmondgrafo. Este dispositivo é formado
por dois péndulos que oscilam perpendicularmente entre si, um dos quais aciona uma caneta e outro move um suporte onde
se coloca uma folha de papel. Fazendo variar a frequéncia dos péndulos e o desfasamento entre os instantes em que cada
um dos péndulos inicia 0 movimento, obtém-se uma infinidade de curvas com caracteristicas particulares.
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Analisemos as situacBes em que os dois osciladores harménicos tém a mesma pulsacédo, ou

seja,wy = w, .

1°Caso: ¢, — @1 = 2km, kel.

Tem-se que

que

x(t)
a

x(t) = asen(wit + @) € y(t) = bsen(w,t + ¢,) pelo

= sen(wit+¢,)e % = sen(wt + @,).
Como ¢, = ¢, + 2km entéo
sen(wyt + @,) = sen(wyt + @1 + 2k ) = sen(wyt + @4).

Donde — x(t) =¥ (t) o y((t) = —x(t) 0 que corresponde & equacdo de

uma reta de decllve p

x(t) = sen(2mt)

y(t) = sen(2mt)’

Tem-se wy =w, =2m,a=b=1e¢@, = ¢, =0 . Observe-se a
figura seguinte, sendo que na primeira imagem se encontra a
representagéo gréfica do oscilador x(t)(= y(t)) e na segunda imagem
acurva (x(t),y()) = (x,x) (cf. Figura 7.15).

A titulo de exemplo, considere-se {

2°Caso: ¢, — 9, =+ 2km, keZ

Tem-se que x(t) = a sen(wyt + @, + 1) € y(t) = b sen(w,t + ¢,).
Mas y(t) = b sen(w;t + @, + km) = —bsen(w;t + ¢;) pelo que

% = sen(wit+¢@,)e —% = sen(w;t + ¢4). Donde x(t) 3;“)
0 que corresponde a equacdo de uma reta de declive — Z'

; . en [x(8) = sen(2mt) W
A titulo de exemplo, considere-se {y(t) _ sen(2nt + 1) asb )

Figura 7.15 — Representacdo
grafica do oscilador
e da respetiva
curva de Lissajous

o y(t) = ——x(t)

Tem-se wy =w, =2m,a=b=1ep, =0e ¢, =m.

Observe-se a figura seguinte, sendo que na
primeira imagem se encontra a representacdo gréafica dos
osciladores x(t) e y(t) € na segunda imagem a curva
(x(©), y(®)) (cf. Figura 7.16).

3°Caso: ¢, — @, = g + 2km, kel.

Tem-se que x(t) = asen(wit + @,) € y(t) = b sen(wyt + @,).
Mas y(t) = b sen (wlt + ¢, + E + an) = b cos(w;t + ¢,) pelo que

% y( ) _ = cos(wlt + (pl).

Elevando, nas equacdes anterlores, ambos 0s membros

ao quadrado e aplicando a Férmula Fundamental da

Trigonometria, obtém-se -2 (t) NELONY

= sen(wlt + (pl) e —

/, RV -, L 1 1 1
1 2 I\ 4 5 fy -10 0.5 05 10
05
3 \ N\ Ve 05
-10 ~— p——

s

Fig.7.16 — Representacdo gréafica dos dois
osciladores e da respetiva curva de Lissajous

elipse centrada na origem. No caso particular,a = b,
tem-se a equacdo de uma circunferéncia de centro na
origem, pelo gque nessa situacdo o ponto P descreve um
movimento circular.

A titulo de exemplo, considere-se

b2 Hlf ‘ \
O movimento do ponto P sera eliptico, sendo a l NN R
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{x(t) = sen(2mt)

Ay
y(t) = sen (Znt + ;)
Tem-se w;, =w, =2m,a=b=1ep, =0e @, = g Observe-se a figura anterior, sendo que na
primeira imagem se encontra a representacao grafica dos osciladores x(¢t) e y(t) e na segunda imagem
acurva (x(t), y(t)) (cf. Figura 7.17).

4°Caso: @, = pr e, — P11 * I%T.kEZ

O movimento do ponto P sera eliptico, a semelhanca do caso anterior, no entanto, a elipse sofre
alteractes na forma e respetiva orientacao, dependendo da diferenca entre as fases dos osciladores. Se

—% +2kn <@ — @, < % + 2km 0 eixo maior da elipse situa-se no primeiro quadrante e terceiro

quandrantes e se % +2kn <@ — @, < 37” + 2km 0 eixo maior da elipse situa-se no segundo e quarto
guadrantes (cf. Figuras 7.18 ¢ 7.19).

Figura 7.18 — Representacéo gréafica dos osciladores  Figura 7.19 — Representacéo gréafica dos osciladores

x(t) = sen(2mt) x(t) = sen(2mt)
{y(t) = sen (ert + %) {y(t) = sen (Znt + %n)
e da respetiva curva de Lissajous e da respetiva curva de Lissajous

As curvas definidas por osciladores com amplitudes diferentes, ou seja, wq # wy, Sa0
bastante complexas e encontram-se fora do ambito deste trabalho. No entanto, a titulo de exemplo,
apresentamos, em anexo, um caso particular (cf. Anexo V.2).
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ANEXO |

1.1 No Capitulo 1 analisamos o conceito de seno segundo diferentes perspetivas (dependendo das
condic@es iniciais apresentadas), estabelecendo conexdes entre elas. Em particular, no Teorema 1.5,
surge o conceito de seno de um angulo a partir de diferentes elementos de um tridngulo e de uma
circunferéncia. De seguida, apresentamos a demonstracdo dos dois resultados auxiliares da prova do
teorema referido.

TEOREMA 1.1 A amplitude de um angulo inscrito numa circunferéncia é metade da amplitude do
arco correspondente.

Demonstracdo. Seja PAB um angulo inscrito numa circunferéncia.

18 Situacdo. Um dos lados do angulo inscrito é um didmetro da
circunferéncia (cf. Figura 1.1).

Considere-se 0 segmento de reta PO (sendo O o centro do circulo).
Como [AO0] e [PO] sdo raios do circulo, as medidas dos respetivos

comprimentos sdo iguais, pelo que o tridngulo [AOP] é is6sceles. Assim, Figura 1.1 — Centro do circulo

APO = PAO = a. pertence a um dos lados do
angulo inscrito

Como o angulo POB é um angulo externo do tridngulo [AOP] entdo a
sua medida é igual a soma dos dois angulos internos ndo adjacentes, ou

seja,

POB = a + a = 2a. Pelo que PB = 2a. n .

22 Situacdo. O centro do circulo esta no interior do angulo inscrito (cf.

Figura 1.2).

Considerando o diametro AC, os angulos PAC e BAC s&o angulos

inscritos em que um dos lados é um diametro da circunferéncia. Figura 1.2 - Centro do circulo

. 1 — . 1 — no interior do &ngulo inscrito
Donde PAC = EPC e BAC = EBC‘
Logo PAB = PAC + CAB =2 PC +BC =5 PB. -
32 Situacdo. O centro do circulo esta no exterior do angulo inscrito (cf.
Figura 1.3).
Considerando o diametro AC, os angulos PAC e BAC s&o angulos
inscritos em que um dos lados € um didmetro da circunferéncia (cf. 12
Situacéo).
Donde PAC = %IS\C e BAC = %EZ‘ Logo Figura 1.3 - Centro do circulo
1
2

no exterior do &ngulo inscrito

—

P

TEOREMA 1.2 Um tridngulo inscrito numa semicircunferéncia é um )
triangulo retangulo.

Demonstragdo. Considere-se um triangulo [APB]  inscrito numa |
semicircunferéncia (cf. Figura 1.4).

Tem-se que [AB] é um diametro da circunferéncia.

Pelo teorema anterior, APB = %Z@ = %1800 = 90°.

Pelo que o triangulo é retdngulo em P. |

(@
|
N | =
2
)
Il
N | =
)
vy
|

Figura 1.4 — Triangulo inscrito
numa semicircunferéncia
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1.2 Tendo por base a relacdo entre 0 seno de um angulo interno de um tridngulo interno e a
respetiva area S (cf. Teorema 1.6 ) mostramos, agora, como obter novos resultados geométricos
relativos a quadrilateros, ilustrado na seguinte sequéncia de exercicios.

Exercicio 1

Considere-se um quadrilatero [ABCD] com diagonais [AC] e [BD].
Sejam E o ponto de intersecdo das diagonais [AC] e [BD] e a = AEB
(cf. Figura 1.5). Fixada uma unidade de comprimento, mostre que
Siapcp] = %R x BD X sena onde S é a area do tridngulo.

Resolucéo. Tem-se

Figura 1.5 — Quadrilatero

Siaes) + Sisec) =%Exﬁx sena+§ﬁxC_E>< sen (180° — a)
=%ﬁx senax(ﬁ+ﬁ)=%ﬁx sen a X AC.

1)
Sicep) + S[aEp] = CE x DE x sena +-AE x DE x sen (180° — a)

2 2
=%_E>< sena X (CE + AE) =§ﬁx sena X AC.
)
De (1) e de (2) tem-se
1__ . 1__ _
S[ABCD] = S[AEB] +S[BEC] +S[CED] +S[AED] = EBE X sena XAC+EDE X sena X AC =

C><sena><(ﬁ+ﬁ)=%ﬁxﬁx sen a.

m NI

No exercicio anterior mostrou-se ser possivel escrever uma expressao trigonométrica para area
de um quadrilatero, recorrendo as suas diagonais e ao seno do angulo agudo formado por elas. Dado
gue o seno de um angulo e o seno do respetivo angulo complementar sdo iguais a expressdo continua
valida caso se considere, ndo o angulo agudo formado pelas diagonais, mas o respetivo angulo obtuso.

Exercicio 2

Considere-se um quadrilatero [ABCD] com diagonais [AC] e
[BD]. Seja E o ponto de interse¢do das diagonais [AC] e [BD] e a =
AEB (cf. Figura 1.6). Sabendo que soma das areas dos triangulos
[AEB] e [CED] é igual a soma das areas dos triangulos [BEC] e
[AED], mostre que E € ponto médio de pelo menos uma das
diagonais do quadrilatero.

Resolugéo. Considere-se S a area do tridngulo. Tem-se que

Figura 1.6 — Quadrilatero [ABCD]

Staes] + Sicep) =§Exﬁx sena+%ﬁxﬁx Sena=%senax(ﬁxﬁ+ﬁxﬁ) e

1 1__
Sigec) + Sjagp] = EBE X CE X sen (180° — a) + EAE X DE X sen (180° — a)

1 .
= Esena X (BE X CE + AE X DE).
Das expressOes anteriores resulta que
1 1 .

S[AEB] + S[CED] = S[BEC] + S[AED] =4 ES@?’la’ X (AE X BE + CE X DE) = Esena X (BE X CE +
AE x DE) & < AE X BE + CE X DE = BE x CE + AE X DE &

< AE(BE —DE)—-CE(BE-DE)=0 &

& (AE—CE)(BE - DE)=0< AE =CE V BE =DE.
Logo E é ponto médio de pelo menos uma das diagonais do quadrilatero. [

83



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

Exercicio 3

Considere-se um quadrilatero [ABCD] com diagonais [AC] e [BD].
Sejam E o ponto de intersecdo das diagonais [AC] e [BD] e a =
AEB (cf. Figura 1.7). Fixada uma unidade de comprimento, mostre
que

StasE] X Sicep] = Sirc) X Spagp) Onde S € a area do triangulo.

Resolucéo

Figura 1.7 — Quadrilatero [ABCD]
Tem-se que

1 1
S1aBg) X S[cep] = EAE X BE X sena«a XECE X DE X sena =
:iﬁxﬁxﬁxﬁx sen? a.
@
Como sen (180° — a) = sen a entdo

1 1
Sisec] X S{aep] = EBE X EC X sen (180° — ) XEAE X DE X sen (180° — a) =

:iﬁxﬁxﬁxﬁx sen? a.
)
De (1) e de (2) tem-se

S1aBE] X Sicep] = S[BEC]) X S[4ED] - u

Observacdo. A relacdo mantém-se valida caso o ponto de interse¢do das diagonais seja exterior ao
guadrilatero.

1.3 No primeiro capitulo apresentamos a expressdo da area do triangulo conhecidas as medidas
dos comprimentos dos seus lados designada de Férmula de Heron. De seguida, apresentamos mais
duas demonstragdes da Formula de Heron, uma algébrica e outra geométrica, que espelham
abordagens alternativas de pensar sobre uma mesma figura inicial. Na primeira demonstragao, o ponto
de partida é o teorema de Pitagoras, constituindo a mesma uma demonstracdo puramente algébrica e,
na segunda demonstracdo, obtém-se a Férmula de Heron recorrendo a alguns resultados geométricos
que tém por base duas decomposig¢des diferentes do triangulo inicial.

FORMULA DE HERON. Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC],
de lados de medidaa = CB,b=ACec=ABes=(a+b+c)/2. Adrea, S, do tridngulo [ABC] é
dada pela expressdo

S = \/s(s —a)(s—b)(s—o).

Demonstracdo algébrica. Considere-se o triangulo
[ABC] de lados de medidaa = CB,b = AC e c = AB
e de angulos internos « = BAC, s = ABC ey = ACB.
Seja D o ponto em [AB] tal que [CD] e [AB] séo
perpendiculares e considere-se d = AD (cf. Figura
1.8). Entdo DB = ¢ — d.

A D c B

Figura 1.8 — Decomposig¢do do tridngulo

84 [ABC] pela altura relativa a base [AB]
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Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos [ADC] e [BCD] obtém-se,
a®>=h?+(c—d)? e b%=h?+d>
Subtraindo as duas expressoes,

@2 —b*=h?+(c—d)? —h*—d? & a? —b? = ¢? — 2cd & d =~ )
Como b? = h? + d? entdo h? = b? — d?, donde por (1) se obtém,
2
2y —a? + b% + ¢? _ (2¢)?b? — (—a? + b? + ¢?)? _
2¢ 4c?
_ @@bc—a*+b*+c*)R2bc+a® —b*—c?) ((b+c)*—a®)(a*~(b—-0c)?) _
B 4c? B 4c? -
_ (btc—a)(b+c+a)(a—b+c)(a+b—c)
- 4.¢2 ' @
Considere-se s = Z2*  entdo  a+b—c = 2s — 2¢ = 2(s — ¢)
b+c—a=2s—2a=2(s—a)
a—b+c=2s—-2b=2(s—b).
Substituindo em (2), obtemos
B2 = 252(s —a)2(s —b)2(s —¢) _ 4s(s —a)(s —b)(s —¢)
4c2 c? '
h 2 45(s—a)(s—b)(s—
Logo § = =< = \/% Sts “)(CSZ 2679 — [s(s —a)(s — b)(s — ©). .

Para a demonstracdo geométrica da Formula de Heron vamos recorrer ao seguinte resultado:

TEOREMA 1.3 Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo [ABC], de lados de
medida a = CB, b = AC e c = AB, e 0 ponto O, centro da circunferéncia inscrita no triangulo (isto &,
0 ponto de intersecdo das bissetrizes dos trés angulos do tridngulo). Seja r 0 raio da respetiva
circunferéncia inscrita no trianguloe s = (a + b + ¢) /2.

Entdo a area do triangulo [ABC] é rs, ou seja, S = rs onde S ¢ a area do triangulo.

Demonstracdo. Na figura, temos uma decomposi¢cdo do
tridangulo [ABC] em trés triangulos [ABO], [BCO] e [ACO] (cf.
Figura 1.9), pelo que

1 1
Satasc) = Saaso] + Saoc) + Sajaoc) = ST tgartobr=
_ (a +b+ c)
=T 2 .
. a+b+c ~
Considere-se s = , eNt&0 Spjapc) =7s. ™ Figura 1.9 — Decomposic&o do

tridngulo [ABC] em 3 tridngulos

Damos entdo inicio a demonstracdo geométrica da Formula de Heron.
Demonstracdo geométrica. Considerem-se duas decomposicOes diferentes do triangulo [ABC],
ilustradas nas figuras que se seguem (cf. Figuras 1.10 e 1.11).

A X S Y B

C
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
P

Figura 1.10 - Decomposicdo do triangulo [ABC] 85 Figura 1.11 - Decomposicao do tridngulo
em 3 triangulos [ABC] pela altura relativa a base [AB]
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Sejam O, r, h, x,y e z como indicados nas figuras. Observe-seque b =x+zec=x+y.

a T a X -
Temos que sen (5) = Tz € oS (5) =T (cf. Figura 1.10).
Temos também que sena = % (cf. Figura 1.11), logo h = b sen a.
Donde
a a 2rX 2rXx

h=bsena=0»b (2 sen (5) X cos (5)) =bs—=k+2) 7= (1)
De (1) tem-se

1 —-—5 1 1 2
Safapc) =5 ABXh =-(x +y)h = - (x +y)(x + 2) TZ:’;Z :

Pelo Teorema 1.3
1 2TrX
SAlac] =TS = E(x +y)(x +z) —, logo

r2+x2’

s(r?+x?) =x(x+y)(x +z) = x(xs + yz).
Assim, st? + sx? = sx? + xyz, pelo que s72 = xyz. Assim, Sppape] = s = +/s( sr2) = |[s(xyz).

Considere-se s = a+§+c entdio a+b—c=2s—2c=2(s—c) 2)
c—a+b=2s—2a=2(s—a) 3)
c+a—b=2s—2b=2(s—b). 4)

Tem-sequea=y+z,b=x+zec=x+y.
Donde a+b—c=2z
atc—b=2y
b+c—a=2x
De (2),de (3) ede (4) obtém-sez=s—c,y=s—bex =s—a.

Assim, Sapapc) = /s(xyz) = /s(s —a)(s — b)(s — ©). m

A titulo de curiosidade, apresentamos um resultado que traduz a aplicacdo da Férmula de Heron
no caso particular do triangulo equilatero.
COROLARIO 1. Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um tridngulo [ABC], de lados de
R - PR 2
medida a = AC = AB = BC. A area, S, do triangulo [ABC] é dada por %\/5

Demonstracdo. Considere-se um triangulo [ABC], de lados de medida a =
AC = AB = BC (cf. Figura 1.12).
at+a+a 3a

Sendoa = CB = AC = ABentdo s = =
a

Donde pela Férmula de Heron,

Sotanc) =V5G — DG —0G — @) =5GP = [2(2)"

2 \2
, Figura 1.12 -
. _ /3(14 a Tridngulo equilatero
OU SEja, SA[ABC]_ _16 = I V3. | 9 d

1.4 Embora a Formula de Heron seja de grande utilidade, é possivel calcular a &rea de um
triangulo, sem recorrer a respetiva expressao. Apresentamos, de seguida, o calculo da area de um
triangulo por dois processos distintos. C

Fixada uma unidade de comprimento, considere-se um triangulo
[ABC] tal que AB =4, CB = 2 e AC = 3, como ilustrado na figura

Aw w B
4

86 Figura 1.13 — Triangulo de lados 2, 3e 4
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(cf. Figura 1.13).

12Resolucao [sem recorrer a formula Heron]

Seja h a altura do tridngulo relativamente a base [AB].

SejaAD = d e DB = 4 — d (cf. Figura 1.14).

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos [ACD] e [BCD]
obtém-se,

22=h2+(4-d)?* e

h

I
i
(]
(]
i
[}
FY
e

32 = h? +d?. 1) A ;
Subtraindo as equacdes anteriores, membro a membro, vem d D 4
22-32=h2+(4-d)?-h’-d*eo-5=16—-8d Figura 1.14 — Decomposigéo do triangulo
21 pela altura relativamente a base [AB]
od= ?

Substituindo d = %1 em (1) obtém-se

o . 21\ 32x82-21%2 . 32x82-32x7?
3 —h +<§) C}h —T@h = 82
®h2=&;72)@h2=%;5@h=+@
8 - 8’
Comoh>0entéoh=¥. Donde
1__ 1 3v15 3V15
S=ZABh==-x4x——=""=x209

2 2 8 4
22 Resolucao [recorrendo a férmula de Heron]

Tem-se que
24344 9
s = > =5

Recorrendo a Férmula de Heron

9 9 9 9 953 315
S=\/E(E—Z)(E—3)(E—4)=\/—=—:2,9

16 4

Da analise das duas resolugdes, constata-se uma enorme vantagem em determinar a area do
triangulo recorrendo & Formula de Heron. Na primeira resolugdo, somos forcados a resolver um
sistema de equac0es resultante da decomposi¢éo do tridngulo inicial em dois triangulos retangulos. Na
segunda, os procedimentos envolvem uma simples substituicdo das variaveis pelos respetivos valores.
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ANEXO II

1.1  Como vimos no Capitulo 3, das defini¢bes das razbes trigonométricas de um mesmo angulo
resultam algumas relacdes entre elas, tendo sido apresentadas algumas identidades trigonométricas
relativas a soma e a diferenca dois angulos, a duplicagdo e bissecdo de um angulo, a angulos
maultiplos, entre outras.

O Teorema 3.1 enuncia duas identidades trigonométricas relativas ao seno e ao cosseno da soma
de dois angulos. Apresentamos, de seguida a demonstracdo da férmula do seno da adi¢do, no caso
a,f <90°ea+ f =>90°(caso 2) enocasoa > 90°e a + S convexo (caso 3).

TEOREMA 3.1 Considerem-se dois &ngulos a e 8, com « + f um angulo convexo. Entéo
[A] sen(a + B) = senacosf + senf cos a.
[B] cos(a + B) = cosacosf —senasenf.

Demonstracgédo (Caso 2). Considere-se os triangulos retangulos [ABC] e [ADB] com &ngulos internos
a=CABepf =BADsendoa,B <90°ea+ = 90° SejaAD = 1.

A partir da composicao dos dois triangulos obtém-se um quadrilatero [ADBC], como se observa na
figura (cf. Figura 11.1).

Considere-se 0 segmento de reta DE perpendicular ao segmento de reta AC. Obtém-se um novo
triangulo retdngulo [EDA] com um angulo interno 180° — (a + ).

Vejamos que os triangulos retangulos [ABC] e [FDB] sdo semelhantes.

Do triangulo [ADB] resulta que

ADB = 90° — . (1)
Como EAD = 180° — (a + B) entdo
EDA=90°—(180°—(a + f)) = a + B —90°. (2)

De (1) e (2) tem-se que

FDB=90°—-f +a+f —90°=a.

Pelo que se conclui que os triangulos [ABC] e [FDB] sdo semelhantes.
Do triangulo [ADB] resulta que

senff = DB (3)

cos B = AB. (4)

Do triangulo [ABC] e de (4) resulta que

sena = % = Cfscﬂ © BC = sena cos .

Do triéngu_lo [FD.B] e de (3) resulta que Figura I1.1 -Composicio de

cosa = % = S:nD ; © FD = senf} cos a. (C‘:?jgs t<ri%nogou;o; Eftgngu(lgooso)
ASSim,

ED =EF +FD = BC +FD = senacos 8 + senf8 cos a.

Pelo que

sen (a + B) = sen (180° — (a + B)) = ED = sena cos § + sen f cos a. ]

Caso 3. Considere-se o triangulo [ABC] com angulo interno « = CAB sendo a > 90° e o triangulo
retangulo [ADB] com angulo interno 8 = BAD sendo « + 8 convexo. Seja AD = 1.

A partir da composicao dos dois triangulos obtém-se um quadrilatero [ADBC], como se observa na
figura (cf. Figura 11.2).

Considerem-se os segmentos de reta DE e BG perpendiculares ao segmento de reta AC. Obtém-se um
novo tridngulo retdngulo [EDA] com um éngulo interno 180° — (a + ) e um novo triangulo
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retdngulo [BGA] com um angulo interno 180° — a.
Vejamos que os triangulos [DFB] e [BGA] retangulos em F e G, respetivamente, sdo semelhantes.
Do triangulo [EDA] resulta que

EDA =90°—(180°— (a + B)) = a + B — 90°.

Do triangulo [ADB] resulta que

ADB = 90° — f.

Assim,

FDB =180°—(90°— B +a+f —90°) =180°—a e
FBD =90° — (180° — @) = a — 90°.

Tem-se que

GAB = FDB = 180° — a.

Pelo que se conclui que os tridngulos retangulos [DFB] e

Figura I1.2 -Composic¢ao de dois
tridngulos retangulos

[BGA] sdo semelhantes. (@ > 90°e a + B convexo)

Do tridngulo [ADB] resulta que

senff = DB (1)
cos B = AB. (2)
Do tridngulo [BGA] e de (2) resulta que

sen (180° —a) = sena = % = C:fﬁ © GB = senacos f.

Do triangulo [DFB] e de (1) resulta que

cos(180° —a) = —cosa = % :seD:ﬁ © DF = —senf cos a.

Como o triangulo [EDA] é retangulo em E com angulo interno 180° — (a + f) tem-se que
sen (180° — (a + B)) = sen(a + B) = ED.

Como

EF =ED + DF & ED = EF — DF = GB — DF

obtém-se

sen(a + B) = ED = sena cos  + senf3 cos a. ]

11.2  Em secgdes anteriores analisamos a importancia das multiplas representagdes do conceito de
seno. Numa anélise muito pormenorizada e cuidadosa sobre as possiveis representacdes do seno de um
angulo, constatdmos que esta razdo pode ser olhada sob varias perspetivas, dependendo do contexto
considerado.

De seguida, apresentamos uma demonstracdo alternativa da formula do seno da soma de dois
angulos, para o caso em que a,B < 90°, que tem por base relagdes trigonométricas estudadas
anteriormente, nomeadamente, a Formula Fundamental da Trigonometria e a relagdo entre o seno de
um angulo interno de um tridngulo e a respetiva area.

Demonstragdo. Considere-se os triangulos [ABD] e [ACD]
retingulos em D com angulos internos @ = BAD e f = CAD,
respetivamente (cf. Figura 11.3). A partir da composi¢édo dos dois
triangulos obtém-se um novo triangulo [ABC] com angulo interno
a + . Sejam b4, by, cq, c; e h como indicados na figura.

Observe-se que AB = ¢;, AC = ¢,, BD = by, CD = b, e AD = h.
Tem-se que

b h
sena = C_l 1) cosa = — 2 Figura I1.3 — Composicdo de dois
! ! triangulos de angulo interno
a+pf
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senf = % 3 cosf = LA (@)

2 C2
De (1) e de (3) obtém-se, respetivamente,
b, =c,sena € b, =c,senp.
De (2) e de (4) obtém-se, respetivamente, h = ¢; cos @ = ¢, cos 5.
basexzaltura — CB>2<AD — %h(bl + bz)-

Tem-se que Sjapc) =
Obtém-se assim
Slasc) = %h(Cl sena +c,senf) = %(hc1 sena + hc, senB) =

= %(cz cosfcysena+cycosac,senfl) =

= %cl c,(senacosf + senff cos a). (5)

Sabe-se que o0 seno de um angulo é igual ao quociente entre o dobro da area do triangulo e o produto
das medidas dos comprimentos dos lados que formam respetivo angulo (cf. Teorema 1.6). Logo

25[4Bc
sen(a+f) = %
Donde Spapc) = %clcz sen (a + B). (6)
Comparando as igualdades (5) e (6), deduz-se que
sen(a + B) = senacosf + senff cosa. [ ]

11.3 No Encanto De maos dadas com a geometria recorreram-se a algumas propriedades relativas a
quadrilateros ciclicos para demonstrar a equivaléncia entre o Teorema de Ptolomeu e a formula da
soma do seno de dois angulos. De seguida, apresentamos a demonstracdo do Teorema 3.4 e de uma
das implicacGes do Teorema de Ptolomeu.

TEOREMA 3.4 Um quadrilatero € ciclico se e sé se os seus angulos opostos sao suplementares.

Demonstracéo.
(=) Vamos mostrar que se um quadrilatero € ciclico entdo os angulos opostos sao suplementares.
Considere-se um quadrilatero ciclico [ABCD] (cf. Figura 11.4).

Tem-se que BAD = - BCD e BCD = - BAD.
Donde BAD + BCD = % (BCD + BAD) = 180°.

Analogamente, prova-se que ABC + ADC = 180°.
(&) Vamos mostrar que se os angulos opostos de um quadrilatero s&o

suplementares entdo o quadrilatero é ciclico. Figura 1.4 - QC
Considere-se um quadrilatero [ABCD] tal que ABC + CDA = 180°. (1)
Considere-se a circunferéncia que passa pelos pontos A, B e C (trés pontos ndo colineares).

Tem-se que ABC = %ZZ‘. Logo ABC = 360° — AC = 360° — 2ABC. (2)

De (1) e de (2) obtém-se 3 ABC = 180° — ABC = CDA.
Dado que a amplitude de um angulo inscrito numa circunferéncia é metade da amplitude

do arco correspondente, tem-se que o ponto D pertence a circunferéncia.
Logo o quadrilétero é ciclico. ]

Apresentamos, de seguida, a demonstracdo da implicacéo direta do Teorema de Ptolomeu.
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TEOREMA DE PTOLOMEU. Fixada uma unidade de comprimento, um quadrilatero [ABCD] é
ciclico se e s6 se o produto das medidas dos comprimentos das diagonais é igual & soma dos produtos
das medidas dos comprimentos dos lados opostos, ou seja,

AC X BD = AB x CD + BC x AD .
Demonstracao.
(=)Considere-se um quadrilatero ciclico [ABCD]. Sejam [AC] e [BD] as respetivas diagonais (cf.

Figura 11.5). Considere-se, ainda, um ponto E sobre a diagonal [AC] tal que ABE = CBD. Observe
gue se obtém uma das seguintes situagdes:

B B

b D
12 Situacao 22 Situagéo 32 Situagao

Figura I1.5 — Quadrilatero ciclico

Na primeira situacdo, ABD = CBD, na segunda, ABD > CBD e na terceira, ABD < CBD. Na
primeira situacdo, o teorema resulta diretamente da Identidade de Ptolomeu. Vamos, por isso, analisar
as restantes situagdes. Como, em ambos 0s casos, uma das amplitudes é superior a outra, sem perda de
generalidade, vamos demonstrar a segunda situag&o.

Vejamos que os tridngulos [ABE] e [CBD] séo semelhantes. Por definicdo do ponto E, tem-se
que ABE = CBD. Sabe-se que 4ngulos inscritos no mesmo arco de circunferéncia sio
geometricamente iguais pelo que CAB = CDB. Donde se conclui que os tridngulos [ABE] e [BCD]
sao semelhantes. Assim,

28 =2 & 4AE x DB = DC x 4B. (1)
AB DB

Vejamos, agora, que os tridngulos [ABD] e [EBC] s&o semelhantes. Por definicdo do ponto E,
tem-se que ABE = CBD. Pelo que ABD = CBE. Sabe-se que angulos inscritos no mesmo arco de
circunferéncia sio geometricamente iguais pelo que ADB = ACB.Como ACB = ECBentdo ADB =
ECB. Donde se conclui que os triangulos [ABD] e [EBC] sdo semelhantes. Assim,
%:%@E_Cxﬁzﬁxﬁ ¥

De (1) e de (2) obtém-se
AE x DB+ EC XDB =DC X AB +AD X CB & (AE + EC) x DB = DC x AB + AD x CB

& AC x DB = AB x DC + BC x
AD. n

11.4  De seguida, apresentamos uma demonstracao alternativa da formula
do seno da adigdo e da subtracdo de dois angulos, tendo por base o Teorema
de Ptolomeu.

Demonstracao (adi¢do). Vamos mostrar que

sen (a + B) =sen acosff +sen Bcosa

Considere-se os triangulos retangulos [ABC] e [ADC] com angulos

internos a = CAD e B = BAC sendo a, 8 < 90° e tal que AC =1 (cf.  Figura 11.6— QC inscrito
numa circunferéncia
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Figura 11.6). A partir da composicdo dos dois triangulos, como se observa na figura, obtém-se um
quadrilatero [ABCD].

Tem-se que ADC + ABC = 90° + 90° = 180°, logo os angulos opostos do
quadriladtero sdo suplementares. Observe-se que atendendo a figura
construida @ + g + BCD = 180°.

Do Teorema 4 resulta que o quadrilatero [ABCD] ¢ ciclico (cf. Figura
11.7). Logo pelo teorema de Ptolomeu, tem-se que

AC xBD = AB x CD + BC x AD

1)

Pelo resultado basilar, tem-se que Figura I1.7 - QC
BC = senp CD =sena BD = sen (a + pB).

AC = sen(90°) AB = sen (90°— ) AD = sen (90° — a).

Logo, substituindo em (1) obtém-se

sen(90°) X sen(a + ) = sen (90°— ) X sena + sen B X sen (90° — a)
S 1xsen(a+p)=cosp Xsena+senfS Xcosa

o sen(a+ B)=senacosf + senf cosa. [ |

Demonstragao (subtragéo).

Vamos mostrar que sen (¢ — ) = sen a cos B — sen 3 cos a.
Considere-se o quadrilatero [ABCD] inscrito numa circunferéncia de didmetro 1 tal que o lado [AD]
coincide com o diametro. Sejam [AC] e [BD] as respetivas diagonais. Considere-se « = BAD e =
CAD (cf. Figura 11.8).

Observe-se que a — 8 é um dos angulos internos do tridngulo [ABC] e que os triangulos [ABD] e
[ACD] séo retangulos em B e C, respetivamente, dado que estdo inscritos numa semicircunferéncia.
Como AD = 1 entdo

cosa =AB e cosf = AC.

Sabe-se que dado um triangulo inscrito numa circunferéncia, o
quociente entre a medida do comprimento do lado oposto, a, ao
angulo @ e a medida do comprimento do didmetro, d, da
circunferéncia circunscrita ao triangulo é igual ao seno do angulo

a, 0u seja, sena = %.
Assim, como o didmetro é igual a 1, tem-se que
sena = BD,sen8 = CD e sen(a — ) = BC.

Do Teorema de Ptolomeu resulta que o produto das medidas dos

) i - i Figura 11.8 - Quadrilatero inscrito
comprimentos das diagonais é igual & soma dos produtos das numa circunferéncia (retirado de

medidas dos comprimentos dos lados opostos, ou seja, Trigonometric Delights [8])

ACXBD =AB xCD +BC x AD .
Pelo que
cosfBsena =cosa senfB +sen(a —f) X1 < sen(a — ) = senacosf —senpf cos a. ]

1.5 O estudo dos poligonos regulares permite determinar as razfes trigonométricas exatas de
varios angulos. No capitulo 1, recorrendo ao quadrado e ao tridngulo equilatero, determindmos as
razbes trigonométricas dos angulos de amplitude 45°,30° e 60°. Mostramos, agora, como determinar
as raz0es trigonométricas do &ngulo de amplitude 36° recorrendo a um pentagono regular.

Considere-se, fixada uma unidade de comprimento, o pentagono regular [ABCDE], de lados de
medida de comprimento 1 (cf. Figura 11.9).
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Sejam [BE] e [BD] duas diagonais do pentdgono. Obtém-se o triangulo isésceles [BDE].

360° = 770

Considere-se o pentagono regular inscrito numa circunferéncia. Tem-se que ED =

Como a amplitude do angulo inscrito é metade da amplitude do arco correspondente entdo
EBD = 36°.Como EBD = 36°entdo BED = EDB = 72°.

Seja DF a bissetriz do angulo EDB. Obtém-se o triangulo
DEF. Como BED = 72°e EDF = 36° entdo EFD = 72°. Como
os triangulos BDE e DEF tém dois angulos geometricamente
iguais sdo semelhantes. Pelo que as medidas dos comprimentos
dos lados correspondentes sdo diretamente proporcionais, ou

seja,
EB ED
T I (1)

Como os triangulos DEF e BDF sdo isosceles e ED = 1 entdo
DF =FB =1.Tem-se EF =EB — 1.

Figura 11.9 — Pentagono regular ~

De (1)

EB 1 B . . 1%+5

— =—  ©FB?-EB=12EB?-EB-1=0=EB =

1 EB-1 2

Como EB > 0 entdo EB = 1+2‘/§. )

~ EB == 145
Arazdo — = EB = 5
ED 2

Aplicando a lei dos senos ao triangulo BDE e a férmula do seno do dobro de um angulo, obtém-se
sen (36°) sen (72°) — sen(72°) 2 sen (36°) cos(36°)
= = = 2 cos(36°). (€))

1 B EB = sen (36°) sen (36°)

é designada por nimero de ouro® e representa-se pela letra grega ¢ (fi).

De (2) e de (3) tem-se 2 cos(36°) = ¢ < cos(36°) = %qb = 15

4
Conhecido o valor de cos(36°) e aplicando a formula fundamental da trigonometria obtem-se

sen(36°) = [1 ~ (%(p)z _ ’1 ~ (1+T\/§)2 _ f1o;z\/§ _ 10;2\/3.

Observe-se que a partir das razdes trigonométricas do angulo de amplitude 36° é possivel
obter a amplitude de outros angulos, por exemplo, 18°.
Recorrendo a férmula do seno e do cosseno da metade de um angulo tem-se

VS S
sen (18°) = ! 24 = 3_8\/5 =\/§4_1
1+\/§4+1 5+4vV5  V10+2V5
cos (18°) = 5 = 5 = ” .

Aplicando um processo de recorréncia, conhecidos os valores do seno e do cosseno de 18°,

A 1 1 1
podemos, agora, calcular os valores do seno de outros angulos: 518°,718°,-18°, ...

Obtém-se assim;
sen =1 entdo

450 ntmero de ouro foi uma descoberta os gregos da época classica e a sua historia encontra-se documentada no famoso
livro Elementos de Euclides. Ao longo do tempo teve diferentes designagdes: nimero de ouro, ndmero divino, divina
propor¢&o, proporgéo transcendente.
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sen (18°) _ [1-cos(18°) _ 1—10+Ng _[4=V10+2V5 _ ,’8—2\/10+2\/§
2] \I 2 - 2 = 8 - 4

sen = 2 entdo

8+2v/10+2v5 _
1_74 4 /8+2 [To+2v5 \/8 2 /8+2 10+2v/5
2 8 - '

4 —
4

8—2j8+2 /8+»~+2 10+2V5

2

Donde se deduz sen (12%) = , com n + 2 raizes quadradas.
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ANEXO Il1

I11.1  No capitulo 4 vimos como determinar a area compreendida entre a curva da fungdo seno e o
eixo Ox, no intervalo [0, ] . Para obter o resultado pretendido, recorreu-se a um resultado relativo a
soma do seno de angulos multiplos de um dado angulo (cf. Teorema 4.15). De seguida, apresenta-se a
demonstracao do respetivo teorema.

son(222)) sen (32)
oD

Demonstracdo. Comegamos por apresentar um resultado relativo a somas telescopicas.

TEOREMA 4.15. senx + sen (2x) + -+ + sen (nx) =

Uma soma diz-se telescopica se € da forma
n

(ax — ag41) = (@1 —ax) + (az —az) + -+ (ap_1 — an) + (@ — Any1), k < n,k,neN.
k=1

Como cada um dos termos é adicionado e subtraido uma vez, € imediato que

n
Z(ak — Qpy1) = A3 — Auyq.
k=1

Observa-se que uma soma telescopica € facilmente calculavel.
Considere-se A = sen x + sen (2x) + sen (3x) + -+ + sen (nx).

Vamos transformar A numa soma telescopica.

Multiplicando ambos os membros da equacdo por 2 sen (g) Tem-se que

2 sen (g) A=2sen (g) senx + 2 sen (g) sen (2x) + -+ 2 sen (g) sen (nx). (1)
Aplicando as férmulas de transformacdo logaritmica a cada uma das parcelas, cada produto fica
transformado numa soma e tem-se

2 sen (g) Ssen x = cos (;) — CoS (37)6)

2 sen (g) sen (2x) = cos (37)6) T8 (5;)

2 sen (g) sen (nx) = cos ((n — %) x) — cos <<n + %) x).
Substituindo em (1)
2 sen (;) A = cos (g) — cos (32_x) + cos (32_x) — CosS (52_x) + -+ cos <(n - %) x> — Cos ((n + %) x> =
= cos (g) — cos ((n + %) x). (2

Aplicando, novamente, as formulas de transformacéo logaritmica em (2), obtém-se

2 sen (g) A =2sen ((n ; 1) x) sen (;x) o A= - <(iz 2;671 (7X).

2

Logo
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sen ((nTH)x) sen (gx)

senx + sen (2x) + sen (3x) + -+ + sen (nx) = (x) B =
sen |-
2
De forma analoga, obtém-se uma formula para a soma de cossenos de angulos maltiplos de «,
cos ((%)x) sen (gx)
cos x + cos (2x) + cos (3x) + -+ cos (nx) = (x) 4
sen |-
2

e, dividindo a formula (3) pela formula (4) obtém-se a formula,
senx + sen (2x) + sen (3x) + -+ sen (nx) _ . (n + 1)
cos x + cos (2x) + cos (3x) + --- + cos (nx) g 2 )Y)

I11.2  No capitulo 4 enunciamos alguns resultados relativos & combinagdo linear de funcdes
sinusoidais com a mesma pulsagdo (cf. Teoremas 4.16 e 4.17). Apresentamos, de seguida, as
demonstracdes desses teoremas.

Teorema 4.16 Sejam f(x) = a, sen (bx +c;) e g(x) = a, sen (bx + c,) duas fungdes sinusoidais
com a mesma pulsacéo. Entdo a soma das duas fungdes €, ainda, uma funcéo sinusoidal com a mesma
pulsacéo, ou seja,

a; sen (bx + ¢;) + a, sen (bx + c;) = az sen (bx + c3),VxeR, a;, b, ¢; €R, i € {1,2,3}.

Demonstragdo. Considere-se f(x) = a; sen (bx + c¢;) e g(x) = a, sen (bx + c;) .

Tem-se

f(x)+g(x)= a; sen(bx+cy) +a,sen(bx+c,) =

= a, sen (bx) cos (c;) + a,cos (bx) sen (c;) + a, sen (bx).cos (c,) + a,cos (bx)sen (c;) =

= sen (bx) (aycos (¢1) + ay cos (c;)) + cos (bx)(ay sen (¢;) + a, sen (c3)).

Tem-se que f + g é combinacéo linear de sen (bx) e de cos (bx), ou seja,

f(x) + g(x) = Asen(bx) + B cos(bx), com

A = aycos (c;) +a, cos (c;) e B=a, sen(cy) + aysen (cy).

Pelo teorema 4.15, conclui-se que f + g é uma funcdo sinusoidal com a mesma pulsacao. [

Teorema 4.17 Uma combinacdo linear de y =sen(bx+c) e de y =cos(bx+c) é uma
combinacdo linear de y = sen (bx) ey = cos (bx), ou seja,

a; sen (bx + ¢) + a, cos (bx + ¢) = a3 sen (bx) + a4 cos (bx),VxeR, a;, b, c eR,i € {1,2,3,4}.

Demonstracao.

Considere-se a combinag&o linear: a; sen (bx + c¢) + a, cos (bx + c).

Aplicando a férmula do seno e do cosseno da soma de dois angulos, obtém-se

a, sen (bx + ¢) + a, cos (bx +c) =

= a, sen (bx) cos (c) + a,cos (bx) sen (c) + a, cos (bx) cos (c) — a,sen (bx) sen (c) =

= sen (bx) (alcos (¢) —a, sen (c)) + cos(bx) (a1 sen (c) + a, cos (c)).

Considere-se a; = a;cos (c¢) —a, sen (c) e a, = a, sen (c) + a,cos (c) tem-se

a, sen (bx + ¢) + a, cos (bx + ¢) = az sen (bx) + a, cos (bx). [
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111.3  No capitulo 4 enunciamos alguns resultados relativos as fung@es trigonométricas inversas. De
seguida, mostramos como determinar a fungdo inversa de uma dada funcéo trigonométrica.
Vamos determinar a expressao analitica, 0 dominio e o contradominio da funcéo inversa de

y=1+sen (3x — 2), xE[Z}_Tn,lHTn].

VVamos comecar por determinar a expressdo analitica. Tem-se

y=1+sen(3x—2) = y—1=sen(3x —2) & arcsen(y — 1) = 3x — 2.
arcsen(y —1) + 2
=X

sSarcsen(y—1)+2=3x & 3

-1 __arcsen(x—1)-2

Pelo que f~'(x) = —
O dominio de f~* é dado por D;-1 = {x € R: =1 <x —1<1}=[0,2].

O contradominio de £ ~* ¢ dado por D'y = [<=%, =]

97



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

ANEXO IV

IV.1 Para além da determinacdo de alguns limites, no Capitulo 6 determinamos as derivadas das
funcBes trigonométricas. Estas derivadas tém especial importancia na demonstracdo de alguns
resultados relativos a soma de funcdes sinusoidais.

De seguida, apresentamos a demonstracdo da implicacdo direta do Teorema 4.18 com base
nas derivadas das fungdes trigonométricas que enunciamos numa forma simplificada.

TEOREMA 4.18 Considerem-se duas fungdes sinusoidais
f(x) =sen (ax) e g(x) = sen (bx), VxeR, a,b eR\{0}.
Entdo a soma das funcdes f e g € uma funcdo periddica se e SO se % € Q.
Comecemaos por demonstrar a seguinte propriedade:
Teorema IV.1 Considere-se f uma funcao real de variavel real de dominioD e T > 0.
Se a fungdo f ¢ diferenciavel em D e é T-periddica entdo a funcéo f' é T- periddica.
Demonstracao. Por definicdo, f’ é T- periddica se, paratodoox,x + Pe D, f'(x + T) = f'(x).

Aplicando a definicdo de derivada num ponto e tendo em conta que f € T- periodica tem-se

T+h)-— T h) —
Foormy = i CHTERZSCHD _ JEHD Q)

Retomemos a demonstracdo do teorema.

Demonstracao.

[=] Considere-se h(x) = f(x) + g(x) = sen (ax) + sen (bx) uma fungdo T-periddica com a #
b,a,b eR\{0}. Como vimos anteriormente, as fun¢des seno e cosseno sdo diferenciaveis em R,
pelo que a sua soma também é diferenciavel. Conclui-se que a fungdo h é diferencidvel e como
h'(x) = a cos (ax) + b cos (bx), também h" é diferenciavel. Assim, pelo Teorema IV.1, como
a funcdo h é T- periodica e é diferenciavel, também as funcdes h” e h”” sdo T-periddicas, em
particular, tem-se

h(0+T) =h(0) © h(T) = h(0) =0 (1)
h”"(0+T)=h"(0) & h”(T) = h”(0). (2
Aplicando as regras de derivacdo, obtém-se

h”(x) = —a?sen (ax) — b?sen (bx).

Logo h’(0) = 0.
De (1) e de (2) vem

sen (aT) + sen (bT) =0 sen (aT) = —sen (bT)
{—azsen (aT) — b?sen (bT) = 0 {azsen (bT) — b?sen (bT) = 0

sen (aT) = —sen (bT) sen (aT) = —sen (bT)

{(a2 —b?)sen (bT) =0 < {az —b?2=0vVsen(bT)=0
Tem-se
a’?—b*=0 (a+b)(a—b)=0a=b Va=—b.
Por um lado, tem-se a #+ b, e por outro, se a = —b entdo
h(x) = sen (ax) + sen (—ax) = sen (ax) — sen (ax) = 0, 0 que € 0 caso trivial.
Considere-se, agora, 0 caso remanescente
{sen (aT) = —sen (bT) o {sen (aT) = —sen (bT) o {sen (aT) = —sen (k)

sen (bT) =0 bT =k m, k, €Z bT =k m, k, €T
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k,m
{ sen (aT) =0 {aTZszL',kZEZ@ T=%,kZEZ
bT=hkimky €2~ OT =kl €2 |7 =B% ez

Donde

kqm kom k b

S 227 —1=—€Q. m
b a ko, a

IV.2 No capitulo 6, deduzimos alguns limites, nomeadamente, o limite notavel limx - o%,
tendo por base a continuidade *¢ das fungdes trigonométricas. Apresentamos, de seguida, a
demonstracao do respetivo teorema.

Teorema 6.1

[A] A funcdo seno é continua em R.

[B] A funcéo cosseno é continua em R.
[C] A fungdo tangente é continua em R\ {g + km, keZ}.

Demonstracao.

[A] Vamos mostrar que a funcdo seno é continua em todos os pontos do seu dominio recorrendo a
relacdo entre a amplitude de um angulo expressa em radianos e o respetivo seno e as formulas de
transformacao logaritmica.

Considere-se a funcdo f(x) = sen x de dominio R.

A funcdo f é continuaem a , a €R, se

V6 >03e>0:|x—a| <& = |senx —senal <39.

Vejamos que senx < x < tg x,Vx € ]02[

Considere-se uma circunferéncia de centro O e raio 1, x e]O,g[ e a amplitude de x expressa em

radianos (cf. Figura IV.1). Seja D o ponto de intersecdo da circunferéncia com o lado extremidade do
angulo e C a projecdo ortogonal do ponto D na reta OA. Considere-se, ainda, B o ponto de intersecdo
do lado extremidade do &ngulo com a reta tangente a circunferéncia no ponto (1,0).

Sabe-se que x é o comprimento do arco AD. Tem-se, ainda, que AB = tg x e CD = sen x.

Donde

senx < x <tgx.

Tem-se que sen (—x) = —sen x logo
—senx < —x © senx > X.

g X

Se x]—g, 0[ entdo - x > 0 pelo que sen(—x) < —x. o

Assim, [sen x| < |x|, Vxe ]—g,%[, -

Aplicando as férmulas de transformacéo logaritmica vem
[f(x) — f(a)| = |senx —senal| = |2 sen (x;—a) cos ("zﬁ) .

Como |sen x| < |x|, Vx€eR, entdo

e (5o <=1

Logo 2 Figura IV.1 — Circulo trigonométrico
£ G0 = F(@) < 2[5 |cos (22)] < 2 [52] dado que [cos (X£2)| < 1.
Donde

If (%) = f(@)| < |x — al, VxeR.

6 Uma funcéo f real de variavel real é continuaema,aeDrse V6 >03e > 0: [x —al <e = |[f(x) — f(a)| < 4.
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Tomando e = § se |x —a| < & vem

If(x) = fla)] <6.

Conclui-se, assim, que a funcédo seno é continua em R.

Analogamente demonstra-se a continuidade da funcdo cosseno e da funcédo tangente recorrendo
a alguns resultados ja estudados.

[B] Considere-se a fungdo trigonométrica f(x) = cos x cujo dominio é R. Recorrendo &s relagdes
entre as raz0es trigonométricas de angulos complementares, tem-se cos x = sen (g - x), pelo que a
funcgdo cosseno é continua em todo o seu dominio.

[C] Considere-se, agora, a fungéo trigonométrica f (x) = tg x cujo dominio é R\ {g + km, keZ}.
Sabe-se que tg x = % logo a funcdo tangente é continua em R\ E+ krm, keZ} dado que é o
quociente de duas fungdes continuas. ]
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ANEXO V

V.1 Como referido no Capitulo 7, as funcdes trigonométricas, em particular, as fungdes seno e
cosseno, adquiriram especial importancia na Matemaética, quando o matematico Fourier mostrou que
qualquer funcdo, sob determinadas condi¢es, pode ser obtida como o limite de uma série cujos
termos sdo senos e/ou cossenos. Este facto contribuiu para o desenvolvimento de um ramo da
matematica, hoje, designado de analise harmonica (ou analise de Fourier) que estuda a representacédo
de fungdes como a sobreposicdo de ondas.

Neste tdpico apresentamos o contributo da andlise de Fourier para a analise de ondas sonoras,
em particular, para a explicacdo da diferenca de timbres produzidos por diferentes instrumentos
musicais, tendo por base o texto de Marcos do Carmo Pereira [13].

O som é uma onda material que ao atingir o ouvido humano provoca vibra¢es no timpano
originando sensac@es auditivas; constitui, por isso, um fenémeno que se propaga por ondas (ondas
sonoras). O modelo matematico mais simples que traduz um som puro (ou simples ou harmdnico) é
uma funcéo do tipo f(x) = A sen (wt), sendo A a amplitude da onda sonora e w a respetiva pulsagéo.
As caracteristicas do som podem, assim, ser estudadas em fungdo das propriedades da representacao
grafica da respetiva onda sonora, também designada por onda harmdnica ou sinusoidal. Um exemplo
de um som puro é o produzido pelo diapaséo*’ que vibra com uma frequéncia de 440 Hz por segundo
(correspondente a nota musical L4).

Considere-se uma onda sonora pura definida por
f(x) = Asen (wt) sendo A a amplitude e w a frequéncia.

Tem-se que a amplitude da fungdo, medida em decibéis, indica intensidade com que o som é
ouvido. Quanto maior a intensidade da onda sonora, maior sera a amplitude da funcdo que a
representa. Ou seja, um som € fraco se a amplitude é baixa e um som é forte se a amplitude é alta. A
titulo de exemplo, consideremos a representacao grafica de duas ondas sonoras definidas por
f(x) =senxe g(x) =4senx (cf. Figura V.1).

NVANNANIA /\/\/\/\

'\/%\/\

4

Figura V.1 — Representacdo gréafica de duas ondas sonoras com amplitudes distintas

7

A amplitude da primeira funcdo é menor que a da segunda fungdo pelo que o som
correspondente a funcdo f € menos intenso do que o representado pela funcdo g. Se a funcédo f
corresponder a uma determinada nota musical, a funcéo g representa a mesma nota musical com o
quadruplo da intensidade.

A frequéncia da funcdo, medida em Hertz (Hz), indica a altura do som, permitindo identificar
a nota musical que lhe esta associada. As notas musicais sdo caracterizadas pelas suas frequéncias
(alturas): um som é grave se a sua frequéncia é baixa e um som é agudo se a respetiva frequéncia é
alta. A titulo de exemplo, observe-se a figura seguinte (cf. Figura V.2), onde se encontram

47 Diapasdo é um instrumento metalico em forma de forquilha, que serve para afinar instrumentos e vozes através da
vibracdo de um som puro, com frequéncia bem definida, correspondente a uma determinada nota musical.
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representadas graficamente duas ondas sonoras, a primeira com menor frequéncia (menor nimero de
oscilagdes por unidade de tempo) e, por isso, mais grave e a segunda mais aguda com maior
frequéncia.

NANANANA N |
(VAR SAVALV AR IVATATATE "

Figura V.2 — Representacdo grafica de duas ondas sonoras com frequéncias distintas

Uma outra caracteristica particular do som é o timbre. Esta caracteristica permite identificar a
fonte sonora, ou seja, distinguir uma mesma nota quando emitida por instrumentos diferentes. O
timbre de um dado instrumento é definido pela representacdo gréafica do som por ele produzido. Na
figura seguinte, apresentamos a representacdo grafica do mesmo som emitido por diferentes fontes
sonoras (cf. Figura V.3). Na primeira imagem encontra-se a representacao grafica do som produzido
por um diapasdo, nas restantes o0 som produzido por trés instrumentos musicais distintos.

AL D P MM

Figura V.3 — Representacéo grafica de um som emitido por distintas fontes sonoras

No primeiro caso, observa-se uma onda sinusoidal, tal como seria esperado, dado que o som
emitido por um diapaséo é puro. No entanto, nos restantes, surpreendentemente, observam-se ondas
periédicas mas ndo sinusoidais, todas distintas entre si.

Mas porgue razdo o mesmo som emitido por diferentes instrumentos resulta em ondas
sonoras distintas?

A maioria dos sons produzidos por instrumentos musicais ndo sdo puros, sdo sons complexos.
Ou seja, resultam da combinacdo de multiplos sons puros com diferentes frequéncias, ndo perceptiveis
isoladamente. A combinacdo de todas essas frequéncias constitui o timbre que caracteriza o
instrumento musical.

A titulo de exemplo, consideremos a corda de um violao. G
Quando tocamos na corda, ela comeca por vibrar em todo o seu

comprimento e, seguidamente, efetua uma série de vibragdes néo OO

na corda inteira, mas na sua metade, na sua terca parte e assim por

diante, como ilustrado na figura (cf. Figura V.4). Tem-se que a <____><_ ><_ >

frequéncia da segunda corda é o dobro da primeira corda, a
frequéncia da terceira corda € o triplo da primeira corda, e assim '

sucessivamente.

A frequéncia de cada corda é designada por harménicaeo  Figura V.4 —Vibragdo de uma corda
conjunto de todas as frequéncias denominado de série
harmonica. A frequéncia mais baixa (da primeira corda), designada por fundamental, é considerada
a frequéncia da nota musical. As frequéncias mais altas, designadas por harménicas, produzidas por
vibrag6es secundarias desse corpo, sdo multiplos inteiros da frequéncia fundamental.

Designando por f;,i € N, a frequéncia de cada corda tem-se que a série harmdnica obedece ao
seguinte padréo: f; 2f; 3f1 4f;, ..., tendo o segundo harmonico uma frequéncia duas vezes maior que
o fundamental, o terceiro harmdnico trés vezes maior que o fundamental e assim sucessivamente.
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Tem-se, assim, que cada onda sonora é uma combinacao de frequéncias que pode ser decomposta na
sua frequéncia fundamental e nas respetivas frequéncias harmdnicas.
Sabe-se que o modelo matematico que traduz uma onda pura é f(x) = Asen (wt) . Como T =

]lce w= 2?” entdio w = 2nf . Logo para cada vibragdo tem-se w; = 2mf; e, consequentemente,

fi(x) = A; sen (w;t),i € N. Assim sendo, para obter, graficamente, o timbre de um dado instrumento
adicionam-se as func¢des sinusoidais correspondentes aos sons puros, ou seja,
f) =fi(x) + fL,(x) + f3(x) + - = Ay sen (wyt) + A, sen (wyt) + Az sen (wst) + -+

= A; sen (2nfit) + Ay sen (2nfyot) + Az sen (2mfst) + -

= A, sen 2nfit) + A, sen (4nfit) + Az sen (6mfit) + -+

Desta forma, o som pode ser traduzido matematicamente como a soma de varias funcGes seno e
cosseno com amplitudes, fases e periodos escolhidos convenientemente. Observe-se que a amplitude
das vibragdes é cada vez menor, pelo que 0s sons harménicos séo cada vez menos intensos.

Aquilo que confere caracteristicas particulares ao som de um instrumento musical ou de uma
voz humana é o numero de harménicos (som puro cuja frequéncia seja um maltiplo inteiro de uma
dada frequéncia) que intervém e a propor¢do com que cada um contribui para o som resultante. O
facto dos harmonicos soarem com intensidades diferentes quando emitidos por instrumentos
diferentes, constitui, desta forma, um fator preponderante na identificagdo da fonte que emitiu o som,
ou seja, na distingdo de uma nota tocada em instrumentos diferentes.

V.2 As curvas definidas por osciladores com amplitudes diferentes, ou seja, wq # w,, S80
bastante complexas e encontram-se fora do ambito deste trabalho. No entanto, a titulo de exemplo,
apresentamos um caso particular.

Considere-se que w, = 2w,, ¢, =0 e @, = g

Tem-se que x(t) = a sen(w;t) e y(t) = b sen (2W1t + g)

Mas y(t) = b sen (2W1t + g) = b cos(2w;t).

Pela formula da duplicacdo do cosseno, tem-se cos(2w,t) = 1 — 2 sen?(2w;, t).
Logo y(t) = b sen (2W1t + E) =b (1 - 2sen?(2w,t)) = b — 2bsen?(2w;t).

Tem-se que % = sen(w;t) e—— y() = sen’(2w;t).
2
Pelo que se obtém == (t) b~ y(t) y(t) = b( (xf;)) )o que corresponde & equacdo de uma

parabola. Conclm—se que, neste caso particular, o ponto P descreve um movimento parabdlico, para a
frente e para tras, a medida que o tempo decorre.

Observacdo. Observe-se que em todos os exemplos apresentados o grafico obtido € uma linha
fechada, ou seja, 0 ponto que a descreve volta ao ponto de partida e repete-a periodicamente. Esta
situacdo so se verifica, caso s € Q, ou seja, 0 movimento s6 é periddico caso % seja racional, caso seja
irracional o movimento é ndo periddico (cf. Capitulo V).
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ANEXO VI
Estdrias que a histdria nos conta

VI.1 ARISTARCO... No mundo da lua

Considerado por muitos um dos maiores astronomos de todos os tempos, Aristarco de
Samos*, foi 0 primeiro a propor que a Terra gira em torno do Sol (teoria heliocéntrica) e que a terra
possui um movimento de rotacdo. No decorrer dos estudos efetuados realizou diversos calculos
geométricos com o intuito de determinar as distancias relativas entre os astros: o Sol, a Terra e a Lua.
Na sua obra Sobre os tamanhos e as distancias do Sol e da Lua apresentou 0 que parece ser 0 primeiro
exemplo de resolucdo de um triangulo retangulo: o célculo entre a razdo da distancia da Terra ao Sol e
a distancia da Terra a Lua.

Apresentamos, de seguida, 0 modo como este brilhante astronomo grego determinou a razao
entre as distancias da Terra a Lua e da Terra ao Sol.

o Considere-se que, no quarto crescente (ou no quarto
minguante), a diregdo Terra-Lua (TL) com a dire¢do Lua-Sol
(LS) fazem entre si um angulo reto.

e Considerem-se os pontos S, L e T o centro do Sol, da Luae a
posicdo do observador na superficie da Terra,
respetivamente. Tem-se que o triangulo [TLS] é retdngulo
em L. Sejam 6 = LTS e § = TSL (cf. Figura VI.1)

Figura V1.1 — Esquema relativo &

e Aristarco estimou que a amplitude de 6 é 87°, pelo que posicéo da Terra, do Sol e da
— Qo0 Lua no quarto crescente
B = 3°.
e Assim,
(87°) LS TS LS
) = — L =
sen TS sen 87°
o _TL, mc_ TL = _ TL
cos (87°) = me TS =— w9 S TS = — o
Logo
LS TL LS sen87° LS
sen 87° sen 3° LT sen3° TL

Pelo Teorema de Pitagoras,
TS?2=TL*+LS?=TL*+ (19TL)? =362TL? & TS = 191LT.

e Concluiu, assim, que a distancia da Terra ao Sol € cerca de 19 vezes maior do que a distancia
da Terra a Lua.

OBSERVAGCAO. Embora raciocinio de Aristarco esteja absolutamente correto, hoje sabe-se que a
distancia da Terra ao Sol €, aproximadamente, 400 vezes a distancia da Terra a Lua. O principal erro
cometido por Aristarco foi o da separacdo angular entre a Lua e o Sol; na verdade, quando a Lua tem
exatamente metade da sua superficie visivel, a separacdo angular ndo é de 87°, mas sim de 89,95°. Os
erros cometidos deveram-se a falta de precisdo dos instrumentos de medida disponiveis na época.

48 Aristarco de Samos (310 a.C. — 230 a.C) matematico e astronomo grego, foi o primeiro a afirmar que a Terra gira em
torno do Sol. Embora esta teoria ndo tenha tido grande repercussdo nos meios cientificos, valeu-lhe o titulo de Copérnico
da antiguidade.
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V1.2 ERATOSTENES... Com 0s pés na terra

Segundo alguns autores, o primeiro céalculo da circunferéncia da terra foi realizado por
Eratostenes de Cirene“. Conta a histdria que Eratostenes, um bibliotecario da famosa Biblioteca de
Alexandria, encontrou, num velho papiro, indicagfes de que ao meio-dia de cada 21 de junho na
cidade de Siena (atual Assud) uma vareta colocada verticalmente no solo ndo produzia qualquer
sombra, 0 que significava que, nesse momento, os raios solares incidiam, perpendicularmente ao solo.
Cultura inatil, diriam alguns. Ndo para um homem observador como Eratdstenes, que verificou que a
mesma hora, a inclinagdo dos raios solares em Alexandria, situada a 792 km (5000 estadios) a norte de
Siena, era aproximadamente de 7,2°.

Vejamos 0s procedimentos adotados por Eratostenes para determinar o perimetro da terra:

e Imagine-se duas varetas colocadas na vertical, uma em cada
cidade.

e Imagine-se que as duas varetas se prolongam de tal forma
gue se intersetam no centro da Terra (cf. Figura VI.2). Seja
a 0 angulo formado pelas semirretas.

e Considere-se que o0s raios de Sol chegam a Terra
praticamente paralelos entre si, devido a grande distancia a
gue se encontra o Sol do nosso planeta (cf. Figura VI1.3).

e Considerem-se os pontos A e B correspondentes as cidades de _ Figura V1.2 - Esquema que

. . . ilustra 0 método de Eratostenes
Alexandria e Siena, respetivamente, e O o centro da Terra.
Observa-se que os angulos DAS e DOB tém a mesma amplitude, 7,2°, ou seja, 1/50 de uma
circunferéncia.

Sol

Figura V1.3 — Raios de Sol paralelos entre si

e O arco de circunferéncia AB (correspondente a distancia entre Siena e Alexandria)
corresponde a um angulo ao centro igual a 1/50 de uma circunferéncia, pelo que o perimetro
da Terra sera de 50 vezes a distancia entre as duas cidades.

e Como a distancia entre Siena e Alexandria é de, aproximadamente, 792 km, tem-se

Prerrq  360° _360°x 792
792 = 7,20 © Frera =75
Como Prpprg = 39 600 km entdo rypprq = 6302,5 km.

= 39600 km.

OBSERVAGCAO. A estimativa de Eratostenes de 6302,5 km é notavel face ao valor atualmente
conhecido, 6378 km, tendo em conta o carater rudimentar das medic@es efetuadas.

4 Eratdstenes de Cirene (276 a.C. — 194 a.C) matematico, gedgrafo, astronomo grego que se notabilizou por ter sido o
primeiro a determinar o perimetro de um meridiano terrestre.
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VI.3

HIPARCO... A lua, o sol e a terra

Um dos matematicos e astronomos mais importantes na histéria do desenvolvimento da

trigonometria é Hiparco de Niceia®®. Destacou-se pelo rigor das suas observacoes e pelas conclusdes a
que chegou a partir do eclipse solar e do eclipse lunar, descobertas fundamentais para a astronomia.
Comecamos por analisar 0 modo como este astronomo grego, observando um eclipse total do Sol,
determinou o tamanho da Lua relativamente ao Sol.

Considere-se, de acordo com a figura ao lado (cf. Figura V1.4)

- R, amedida do comprimento do raio da Lua .

- Rg amedida do comprimento do raio do Sol - ——--——-= T
- TL adistancia da Terra a Lua

- TS adistancia da Terra ao Sol R,
Todas as distancias sdo medidas a partir do centro 2 bua %0l (9
da Terra T, da Lua L e do Sol S.

Considere-se gue no eclipse total do Sol a Lua e 0

Sol tém o mesmo didmetro angular, ou seja, o Figura V1.4 — Esquema do eclipse total
angulo segundo o qual um observador na Terra vé do Sol

a Lua é igual ao angulo com que vé o sol.

Pela semelhanca de tridngulos retangulos, tem-se

R, Rs Rg TS

TL Ts R, TL

De acordo com a descoberta de Aristarco (cf. Anexo VI.1), % = 19, logo i—i = 19.

Rg

Conclui-se, assim, que o raio do Sol é cerca de 19 vezes maior do que o raio da Lua.

Uns anos mais tarde, 0 mesmo Hiparco, observando o eclipses lunar, determinou a distancia da

Terra a Lua. Tendo por base a figura seguinte (cf. Figura VI.5), apresentamos os procedimentos de

Hiparco.

Figura V1.5 — Esquema do eclipse lunar

Considere-se que o periodo orbital da Lua (tempo que a Lua demora a percorrer uma volta
completa em torno da Terra) € de aproximadamente 27,3 dias e que um eclipse lunar demora
cerca de 100 minutos.

Tem-se que 27,3 dias = 27,3 X 24 X 60 minutos = 39312 minutos, logo

39312 min 100 min 360°X100 o
= = §=——=0,5°.
360° 28 2X39312 min

A medida do angulo y foi obtida através do astrolabio® , y = 0,25°.

50 Hiparco de Niceia (180 a.C. — 125 a.C.) matematico e astrénomo grego, considerado o pai da trigonometria. Elaborou um
tratado composto por 12 livros onde consta o que se acredita ter sido a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tabua
de cordas, e a introdugdo de medidas sexagesimais em astronomia.

51 Astrolabio é um instrumento naval, usado para medir a altura dos astros acima do horizonte.
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e Tem-sequea+ f =y + 4. Amedida de a por ser muito pequena quando comparada com as
restantes foi desprezada, pelo que se concluiu que f = y + 6. Donde
B =0,25°+0,5° = 0,75°.

medida do comprimento do raio da terra (R
e Como senpf = d (Rr)

e Ry = 6302 km (cf. Anexo VI.2)

distancia da Terra a Lua (TL)

entao

sen 0,75 = 82 o TL = 23922 ~ 481851 km.
TL sen 0,75

Conclui-se que a distancia da Terra a Lua é aproximadamente 481851 km.

V1.4 REGIOMONTANUS... Um problema historico

Se inicialmente a trigonometria surge enraizada nas origens astronémicas e é, sobretudo,
desenvolvida pelos trabalhos dos matematicos gregos, indianos e arabes, a partir do séc. XV, 0s
estudos trigonométricos surgem para resolver problemas fisicos ao nosso redor, em particular,
problemas cartograficos (calculos de latitudes e longitudes) e topograficos.

De entre 0s muitos matematicos responsaveis por este impulso no desenvolvimento da
trigonometria, destaca-se Johannes Muiller von Konigsberg, conhecido como Regiomontanus®, o qual
estabeleceu, pela primeira vez, a Trigonometria como um ramo da Matematica. Regiomontanus, um
dos matematicos mais influentes do séc. XV, escreveu a importante obra De triangulis omnimodis
libri quinque (traduzido Tridngulos de todos o0s tipos) que descreve pormenorizadamente a
trigonometria plana e esférica desenvolvida até a data por gregos, indianos e arabes. Na sua obra,
constituida por cinco livros, sendo os dois primeiros dedicados a trigonometria plana e os restantes a
trigonometria esférica, apresenta alguns teoremas originais, como por exemplo, a formula
trigonométrica da area do tridngulo (cf. Sec¢do 1.5), a Lei dos senos aplicada a resolucéo de tridngulos
obtusangulos e a Lei dos cossenos aplicada a trigonometria esférica. Apresenta, ainda, novas tabelas
trigonométricas que incluem, pela primeira vez, a tangente de um angulo.

Para além da importante obra publicada, Regiomontanus é conhecido por ter proposto um
intrigante problema de otimizacdo, provavelmente, inspirado nas nogdes de perspetiva que ocupavam
0s artistas renascentistas daquele periodo de tempo. O desafio foi langcado em 1471, a Christian
Roder, um professor da Universidade de Erfurt. O enunciado do famoso problema de extremos® é o
seguinte:

“Considere-se uma vara suspensa perpendicularmente
em relacd@o ao chdo. De que ponto do solo o angulo de » TA
visdo da vara é maximo?” (cf. Figura V1.6) '

P

Figura V1.6 - Representacdo geométrica do
problema de Regiomontanus

52 Johannes Muller Von Konigsberg (1436-1476), conhecido por Regiomontanus (traducéo latina do seu apelido alem&o),
astronomo e matematico que marcou a historia da trigonometria do séc. XV . Realizou diversos estudos nas areas da
astronomia, geometria e trigonometria. A sua principal obra De triangulis omnimodis libri quinque apresenta uma visdo
moderna da trigonometria com dados tabelados de varias fung@es trigonométricas.

53 Problema de extremos é um problema em que se pretende maximizar ou minimizar uma medida (de comprimento de um
segmento, de amplitude de um angulo, um perimetro, uma area ou uma relagdo entre duas medidas).
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O problema de Regiomontanus pode ser resolvido recorrendo a algebra, a geometria analitica e
ao calculo diferencial. Tendo em atencdo a tematica deste trabalho, apresentamos uma resolucéo
trigonomeétrica, recorrendo a identidade relativa a tangente da adi¢do de dois angulos.

Seja [AB] a vara vertical suspensa perpendicularmente em relacdo ao solo e P o ponto do solo
onde 8 = BPA é maximo (cf. Figura VI.7).

Observe-se que a medida que o ponto P se afasta do ponto O,
0 angulo de visdo torna-se mais pequeno. Se o ponto P se for
aproximando do ponto O, 0 angulo de visdo aumenta
progressivamente, no entanto, e a partir de um determinado momento
diminui novamente até se tornar zero (quando os pontos P e O
coincidem). =
Considere-se a=0A , b=0B, x=0P, a =0PA e B =
OPB. Observe-se que 6 = a — f3. Figura V1.7 ~ Esquema do
. . . , problema de Regiomontanus
Tendo em conta que a medida de amplitude de um angulo é
méaxima quando o valor da sua tangente é maximo, comecemos por determinar a respetiva tangente.
Recorrendo a formula tangente da diferenca de dois angulos, vem

a b
tga—tgp poiantby ax—bx a-—b
tg(e)ztg(a_ﬁ)zl_i_t =2 axb: 2 = ab "’
gatgp 1,20 x*+ab ., 30
x'x x

Como o numerador a —b é constante entdo o valor de tg (8) é maximo quando o
. b .o
denominador x + % for minimo.

Sabe-se que a média aritmética de dois nlmeros positivos u e v € maior ou igual a média
geométrica dos respetivos nimeros e que as duas médias sdo iguais se e s6 se 0s dois nimeros forem
iguais, ou seja,
u+v u+v _

72 u.v e - = U.v S u=".

. b
Considerandou = xev = a? tem-se

ab ab
x+—=2 |x.—=2Vab.
X X

A igualdade entre as duas médias acontece quando os dois nimeros sdo iguais pelo que

x+a7b=2\/ab<=>x =‘;—b<=>x2=ab=>x=i\/ab.

Como x > 0 entdo x = Vab.
Donde se conclui que o ponto do solo que corresponde ao &ngulo maximo de visdo estd a uma

distancia Vab de O.

V1.5 PTOLOMEU... Entre cordas e arcos

Como vimos no capitulo 3, alguns dos principais contributos para a Trigonometria resultantes
de estudos astronémicos tém origem babilonica e encontram-se registados em intmeras tabuas,
nomeadamente, a Tabela Plimpton 322 (cf. Encanto 3). Ao longo da historia, astronomos e
matematicos determinaram valores para as razdes trigonométricas de um angulo agudo por processos
experimentais que ndo eram rigorosos nem rapidos. Em muitos casos, calcularam valores do seno, do
cosseno e da tangente de angulos, de grau a grau ou até de minuto a minuto e, assim, construiram
tabelas ou tdbuas trigonométricas que, durante muito tempo, foram de grande utilidade.

108



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

As primeiras tabe.la’s_ de colrda's surgem no século  p=——"""" e oz | Table of Chards
I11'a.C com Hiparco de Nicéia e Claudio Ptolomeu. Consta g — 17—
) . . pusy eLleidv | tkquortiv |aros | chords | sixtichs
que Hiparco, que viveu em Alexandria cerca de 150 d.C., ‘w1t o oo
para efetuar o céalculo da distancia Terra-Lua recorreu a ;r;; %{a M D P I R e
. vz ~ . . . Tafdov r ;590 |ei1,2,50
tabelas de cordas de origem babilonica. Nao satisfeito com o g-\; ST e gy | o | B e
o trabalho dos seus antecessores, construiu uma tabela de ;{ §:3 & EZS’;&‘ I Rt e
. . o ®pops |4y 442,40 | 0;1,2,47
cordas com uma preciséo adml(avel, recorrendo apenas a : Rt gg Pt o2k
conhecimentos de geometria. E possivel encontrar uma [ 3¢ | ke EZ%;%—--?. 2:25"5; o
. ’ s f-at 3 I " T 19 o51,2.42
obra composta por doze livros sobre o calculo do | %5 1= 4 ""“s oo d O [ TS0SN Loie 21
comprimento de cordas na qual incluiu a primeira tabela | pisc|pw ve py (s vy [irug| g5 [oroiss
. - . . ~ oe el vy o 175% | 983,00 o; 0,2,
trigonométrica, que infelizmente N30 chegou aos NOSSOS | bees|fo vheu |7 w6 ' | | nasvsr | oioirte
. _ . . SRt R A S A
dias. Embora haja poucos registos da sua obra, acredita-se | £33 55 Vs | T v x| E | 0Eva0 | SieiiSl
., . . o5 P vy o [T T B [T1775°| 19;58.18 0.0, 1
que os seus inmeros trabalhos serviram, anos mais tarde, E.‘;;J fg vy e TTT E;é':: .':Eiii'ii o007
de inspiracdo ao trabalho desenvolvido pelo grande |%:8.£7 35%%3‘3’3 T e me | eioies
3 n |k T Cl 180" | (20;0,0 | 0,0,0,0
astronomo Ptolomeu que elaborou uma obra que se tornou £lr u
um marco no estudo da Astronomia, 0 Almagesto >, e na Figura V1.8 — Tabela Trigonométrica
qual surge a primeira tabela de cordas (mais completa do (retirada de Trigonometric Delights [8])

gue a apresentada por Hiparco).

Recorrendo apenas a geometria euclidiana, Ptolomeu determinou a medida das cordas dos
angulos ao centro de uma dada circunferéncia de 1/,° a 180°, em intervalos de meio grau.

Na figura esta representada parte da tabela de cordas de Ptolomeu, sendo que as trés primeiras
colunas estdo escritas em grego e as restantes em inglés (cf. Figura VI.8). A tabela é constituida por
trés colunas: a primeira, corresponde a amplitude dos arcos; a segunda, ao comprimento da corda
correspondente ao arco; e a terceira, ao valor da corda correspondente a um arco de corda ja conhecido
acrescido de um minuto de grau. Esta coluna era usada para interpolagdes, ou seja, para determinar o
valor de crd a quando a estd compreendido entre duas entradas na coluna de arcos .

Sendo, a tabela de cordas de Ptolomeu, de entre todas as tabelas trigonométricas da
Antiguidade, a mais famosa, vejamos quais 0s procedimentos adotados na sua construgéo:

e A construcdo da tabela de cordas teve por base a relagdo entre 0 comprimento da corda de um
arco de circunferéncia, crd a, e a medida do angulo ao centro correspondente, a (cf. Figura
V1.9).

e Ptolomeu comecou por fixar um sistema de medida, para tal dividiu
a circunferéncia em 360 partes, hoje designadas de graus, dividiu o
didmetro em 120 partes, cada uma dessas partes do diametro dividiu
em 60 por¢des, designados por minutos, e essas por sua vez dividiu
em mais 60 partes, designadas por segundos. Definiu a funcdo corda
do arco @ como o0 comprimento da corda que corresponde a um arco
de a graus num circulo cujo raio é 60.

e De seguida, utilizando uma circunferéncia de raio 60 e alguma geometria elementar,
determinou o comprimento de cordas de angulos com amplitudes especiais, isto é, cordas
correspondentes aos lados de poligonos regulares inscritos numa circunferéncia, por exemplo,
crd (36°) correspondente ao lado de um decagono, crd (60°) correspondente ao lado de um

Figura V1.9 — Circulo

54 Almagesto ou Syntaxis Mathematica é a principal obra elaborada por Ptolomeu e consiste num tratado de treze livros
sobre astronomia onde descreve pormenorizadamente o movimento e posicdo dos astros, apresentando e desenvolvendo
argumentos a favor da teoria geocéntrica do universo. No primeiro livro introduz conceitos matematicos indispensaveis para
a compreensao dos fendmenos celestes e os restantes séo dedicados a astronomia.

109



TRIGONOMETRIA
ENCANTOS E RECANTOS DE UMA ABORDAGEM DIDATICA

hexagono, crd (72°) correspondente ao lado de um pentagono, crd (90°) correspondente ao
lado de um quadrado e crd (120°) correspondente ao lado de um tridngulo equiléatero.
A tabela seguinte ilustra os resultados obtidos por Ptolomeu:

Tabela VI.1 — Relagéo entre a medida entre o comprimento da corda de um arco de
circunferéncia, crd a, e a medida do anqulo ao centro correspondente, a.

Angulo crd (a)
90° V2r
60° r
120° V3r
36° V51 -

2
720 \/g - 5 r
2

Dado que qualquer triangulo inscrito numa semicircunferéncia é
retangulo (cf. Figura VI1.10), aplicando o Teorema de Pitagoras,
tem-se

crd (a) = /(2r)2 — crd?2(180° — a).
Recorrendo a esta identidade e tendo por base o comprimento das
cordas previamente determinadas, Ptolomeu calculou o
comprimento de cordas de outros angulos, como por exemplo,

144°, Figura V1.10 — Relagdo entre as

Tem-se que cordas de o € 180° —

2 4

2
5-1 16r% — 612 + 24/5 712
crd (1440) = \/(27-)2 _ CTd2(36°) = a2 _ (\/_ r) _ \/ T T T

_ \/10r2+2\/5_r2 _ r\/5+\/?
4 2
Para determinar os restantes angulos, Ptolomeu recorreu a um teorema que recebeu o seu
préprio nome, Teorema de Ptolomeu (cf. Encanto 2), e a partir deste deduziu as formulas da
diferenca e da soma de duas cordas
2rerd (a — B) = crd (a) crd (180° — B) —crd (B) crd (180° — )
2rerd (a+ B) = crd (B) crd (180° — a) + crd (a) crd (180° — )
e a formula da metade de uma corda,
crd (g) =/2r2 —r crd (180° — 2a)
Estas identidades permitiram determinar as cordas relativas a outros angulos, como por
exemplo,
crd (12°) = crd (72° — 60°).
Aplicando sucessivamente a formula da corda da metade de um angulo a 12° obteve as

cordas crd (6°),crd (3°),crd G) ecrd G ) Consegue desta forma encontrar 0s

. R 3° .
comprimentos de cordas dos angulos -n comn eN. Ficava-lhe a faltar crd (1°).
Para obter crd (1°), Ptolomeu recorreu a um processo de interpolacdo/enquadramento
recorrendo a uma relacdo ja conhecida pelos matematicos gregos
Sl <% paraf < a <Z.

sen 8
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Tem-se que cra (1) <2 Logo é crd G ) <crd(17) < % crd G )

3° 3
crd (Z )

. . . x 4 3°
Recorrendo a resultados anteriores, Ptolomeu determinou uma aproximagéo de S crd (Z)

crd (1)

com 7 casas decimais, 0,0174537 e constatou que uma aproximagéo de% crd G) era

também 0,0174537. Obteve assim para crd (1) a aproximagéo de 0,0174537.

Durante varios seculos, os céalculos nas observagdes astrondmicas dependeram das tabelas de
cordas elaboradas por Ptolomeu, tendo o Almagesto representado a mais importante fonte de consulta
de todo 0 mundo. Porém, por volta do séc. VIII, a astronomia indiana surge com novas perspectivas
sobre a trigonometria num conjunto de textos denominados Siddhanta. Os astronomos indianos
substituem a relagdo entre a corda e o respetivo angulo ao centro de Ptolomeu pela relagdo entre a
metade de uma corda, designada por jya ou jiva, e a metade do angulo ao centro correspondente.
Desta forma ficavam habilitados a trabalhar com um triangulo retangulo (cf. Figura VI.11).

Figura VV1.11 — Relag&o entre o comprimento da metade da corda de um arco de

circunferéncia, crd «, e a medida de metade angulo ao centro correspondente, a.

Na figura seguinte esta representada uma semicorda hindu designada por jya ou jiva (cf. Figura
VI.12)*. Tendo por base alguns resultados geométricos e trigonométricos, tem-se

a a

sen (§) = T2 = T8 = 0 .
pelo que facilmente se conclui que a tdbua de cordas construida por , :
Ptolomeu ¢ equivalente a uma tabua de senos de 1/,°a 90°, de 1/, em <\
1/, de grau. | Lt "

O conflito entre a trigonometria do Almagesto e a trigonometria \\\ /
hindu termina, anos mais tarde, quando o0 matematico arabe Al- \ \\/
Battani (850-929) adota a trigonometria hindu, introduzindo uma SRRy
inovacdo preciosa para a matematica: a circunferéncia trigonométrica (cf. ~ FiguraV1.12 - Semicorda
Capitulo 2).

55 A palavra seno deriva do termo latim sinus e é a traducdo latina da palavra arabe jya que significa a corda de um arco (de
caca ou de guerra). A abreviatura sen foi usada pela primeira vez por Edmund Gunter (1581 - 1626).
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